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 Решение проблемы обеспечения прочности и безопасности ответственных конструкций
требует изучения их механического поведения не только в условиях нормальной эксплуатации,
но и при реализации процессов разрушения на структурном уровне. Для численного моделиро-
вания процессов разрушения применяются различные методы, одним из широко используемых 
является подход, связанный с редуцированием жесткости конечных элементов при выполнении
критерия разрушения. При данном подходе важным является учет неоднородности распределе-
ния прочностных характеристик структурных элементов в объеме тела. 

В работе проведено численное исследование процессов разрушения тел с концентратора-
ми напряжений при учете стохастичности распределения прочностных характеристик структур-
ных элементов. Приведена постановка краевой задачи деформирования и разрушения и алго-
ритм ее решения методом конечных элементов. На примере решения типовой задачи изучено
влияние геометрии концентратора напряжений и характерного размера зоны повреждения на
поведение тела на макроуровне, его несущую способность и кинетику процесса накопления 
повреждений. Отмечена реализация закритической стадии деформирования на макроуровне при
высоком значении разброса прочностных характеристик. Выявлено наличие порогового значения
дисперсии распределения пределов прочности структурных элементов, по достижении которого 
концентратор напряжений перестает влиять на процесс разрушения. Отмечена существенная 
зависимость результатов численного моделирования от характерного размера зоны разрушения
и целесообразность подбора данного параметра путем сопоставления полученных результатов
с экспериментальными данными. Сделан вывод о рациональности учета неоднородности рас-
пределения прочностных характеристик структурных элементов при изучении процессов разру-
шения конструкций. 
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 To solve the problem of ensuring the strength and safety of critical structures, it is required 
to study their mechanical behavior at the structural level not only under normal operating condi-
tions but also under destruction. Various methods are used to simulate destruction processes;
one of them implies the reduction of the stiffness of finite elements when fulfilling the destruction
criterion. When using this approach, it is important to take the heterogeneous distribution of 
strength characteristics of structural elements in the body’s volume into account. The paper pre-
sents a numerical study of the destruction processes of bodies with stress concentrators taking 
into account the stochasticity of the distribution of strength characteristics of the structural ele-
ments. We present the statement of the boundary value problem of deformation and destruction, 
also its solution algorithm using the finite element method. By solving a typical problem, we study
the influence of the stress concentrator geometry and the characteristic size of the damage zone
on the behavior of the body at the macrolevel, its bearing capacity and the kinetics of the dam-
age accumulation process. The implementation of the postcritical stage of deformation at the
macrolevel with a wide range of strength characteristics is noted. There is a threshold value of 
the variance of the distribution of the strength limits of structural elements, upon which the stress 
concentrator ceases to affect the destruction process. A significant dependence of the simulation 
results on the characteristic size of the destruction zone and the expediency of selecting this
parameter by comparing the obtained results with experimental data are noted. When studying 
structural destructions it is important to take heterogeneity of the distribution of strength charac-
teristics of structural elements into account. 
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Введение 

 
Для решения проблемы обеспечения прочности 

конструкций необходимым является изучение поведе-
ния твердых тел в условиях реализации неоднородных 
полей напряжений [1]. Локальная концентрация напря-
жений в деформируемом теле может быть обусловлена 
конструктивными особенностями, технологией изго-
товления, а также различными внешними воздействия-
ми, которые вызывают повреждения конструкции в 
процессе эксплуатации [2]. Во многих эксперименталь-
ных [3–5] и теоретических [5–11] работах изучается 
влияние концентрации напряжений на несущую спо-
собность тел из различных материалов. Тем не менее 
для повышения надежности и безопасности ответствен-
ных конструкций с концентраторами напряжений целе-
сообразным является анализ состояния твердых тел не 
только в условиях нормальной эксплуатации, но и в 
условиях протекания процессов разрушения на струк-
турном уровне [12]. 

Для анализа процессов деформирования и разруше-
ния твердых тел применяются различные вычислитель-
ные методы. Наиболее широко используемыми из них 
являются: метод конечных элементов [13; 14], расши-
ренный метод конечных элементов [15, 16], расширен-
ный метод виртуальных элементов [17], перидинамика 
[18], метод бессеточных вычислений [19] и др. Кроме 
того, применяются различные модели механического 
поведения материалов: модель линейной упругости [20] 

(в линейно-упругой механике разрушения), континуаль-
ные модели поврежденной среды [21], модели когезион-
ных трещин [15], модели мостиковых трещин [22] и др.  

При численном моделировании процессов разруше-
ния широко используется подход, в котором реализует-
ся изменение жесткостных свойств конечных элементов 
(КЭ) при выполнении критерия разрушения [23–25]. 
Преимуществами данного подхода являются: простота 
использования, отсутствие необходимости перестройки 
сетки после каждого акта разрушения, возможность 
реализации сложных схем редуцирования жесткости 
для учета различных механизмов повреждения кон-
струкции (например, расслоения [24] или разрыва воло-
кон [23; 25]). Однако данный подход требует учета ряда 
аспектов. 

Во-первых, поскольку снижение жесткости КЭ по-
сле реализации критерия разрушения приводит к изме-
нению напряженно-деформированного состояния, про-
цесс разрушения должен осуществляться при постоян-
ных граничных условиях до получения устойчивого 
состояния. Для этого необходимы дополнительные ите-
рационные процедуры, включенные в программные 
комплексы численного моделирования процессов раз-
рушения. Для определения окончания итерационных 
процедур используются различные критерии [23; 26–
28]. Во-вторых, количество разрушаемых за итерацию 
элементов может влиять на результаты моделирования, 
что было продемонстрировано в работе [28]. В-третьих, 
на точность результатов влияет размер шага нагруже-
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ния. С одной стороны, использование постоянного зна-
чения шага нагружения является более простым в реа-
лизации и в ряде случаев требует меньших вычисли-
тельных затрат. С другой стороны, автоматически под-
бираемое значение шага нагружения позволяет гораздо 
точнее описать процесс разрушения [29; 30]. В-четвер-
тых, на результаты численного моделирования процесса 
разрушения существенное влияние оказывает дискрети-
зация расчетной области, что было показано в работах 
[15; 31; 32]. Если при численном решении краевых за-
дачах теории упругости увеличение числа степеней 
свободы приводит к улучшению сходимости, то при 
моделировании процессов разрушения уменьшение 
размера КЭ может существенно изменить получаемые 
результаты. Все вышеперечисленные аспекты были рас-
смотрены авторами в работе [28]. Было продемонстриро-
вано, что для моделирования процессов деформирования 
и разрушения упругохрупких тел необходимо использо-
вать итерационную процедуру пересчета напряженно-
деформированного состояния при неизменных гранич-
ных условиях до достижения устойчивого состояния; 
редуцировать жесткость только одного (наиболее пере-
груженного) КЭ на каждой итерации; подбирать величи-
ну шага нагружения автоматически; подбирать размер 
КЭ на основе сравнения результатов эксперимента с чис-
ленными данными, поскольку такой подход позволяет 
определить физически обоснованный размер КЭ. 

На результаты моделирования процессов разрушения 
также существенное влияние оказывает неоднородность 
распределения механических характеристик структурных 
элементов по объему тела [23; 27; 33–35]. Однако в ма-
лом числе работ рассматривались процессы разрушения 
тел с концентраторами напряжений. В предыдущем ис-
следовании [27] авторами было продемонстрировано, что 
изменение дисперсии распределения прочностных 
свойств структурных элементов конструкции с концен-
тратором напряжений существенно влияет на ее поведе-
ние на макроуровне, несущую способность и кинетику 
процесса накопления повреждений. 

Данная работа посвящена моделированию процес-
сов деформирования и разрушения тел с концентрато-
рами напряжений при учете статистического распреде-
ления прочностных характеристик структурных эле-
ментов. В частности, изучено влияние геометрии 
концентратора напряжений и размера структурного 
элемента на несущую способность тела и кинетику про-
цесса накопления повреждений при различных диспер-
сиях распределения прочностных характеристик. 

 
1. Постановка краевой задачи  
и алгоритм численного решения 

 
Для учета распределения прочностных свойств 

твердое тело представлено как совокупность N подоб-
ластей, материал которых является однородным, изо-
тропным и упругохрупким. Упругие свойства для каж-
дой подобласти принимаются одинаковыми. Неодно-

родность распределения значений предела прочности 
по структурным элементам можно представить следу-
ющим образом: 
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Здесь r  – радиус-вектор; χ(m) – индикаторная функция, 
характеризующая расположение точки в подобласти с 
индексом (m), пределом прочности σB

(m) и объемом Vm; V – 
весь объем тела; σB – кусочно-постоянная функция, зада-
ющая распределение значений предела прочности по телу. 

Рассматривается процесс разрушения, при котором 
происходит множественное разрушение подобластей, 
следовательно, необходимо учитывать историю процес-
са деформирования. Данный учет можно реализовать 
путем введения в задачу параметра процесса t как 
условного аналога времени. Соответственно, любая со-
ставляющая тензора напряжений, тензора деформаций 
или вектора перемещений должна зависеть не только от 
координат, но и от параметра процесса. 

Поскольку каждая подобласть является упругохруп-
кой, предполагается, что ее разрушение происходит при 
невыполнении первой гипотезы прочности, т.е. когда 
максимальное значение первого главного напряжения σ1 
достигает значения предела прочности. Поскольку каж-
дая из подобластей имеет свое значение предела прочно-
сти, для сопоставления состояний различных структур-
ных элементов в задачу вводится коэффициент перегруз-
ки K, определяемый как отношение σ1 к σB: 
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Значение K, превышающее единицу, указывает на 
то, что подобласть должна быть разрушена. 

Материал принимается упругохрупким, поэтому 
определяющие соотношения можно представить с по-
мощью обобщенного закона Гука с учетом параметра 
целостности, определяющего реализацию критерия раз-
рушения в подобластях: 
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Здесь σij – тензор напряжений; εij – тензор деформа-
ций; ui – вектор перемещений; Cijkl – тензор упругих 
констант; λ(m) – параметр целостности подобласти (m), 
принимающий либо нулевое, либо единичное значение; 
t (или τ) – условный параметр процесса; λ – кусочно-
постоянная функция, отражающая распределение пара-
метров целостности по объему тела.  
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма решения краевой задачи 

Fig. 1. The flow chart of the boundary value problem solution algorithm 

Краевая задача дополняется уравнениями равнове-
сия (массовые силы не учитываются) и геометрически-
ми соотношениями:  
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Здесь ui – вектор перемещений. Для завершения по-
становки краевой задачи вводятся граничные условия в 
перемещениях и граничные условия в напряжениях: 
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Здесь ui
0 – вектор перемещений, приложенный к 

границе Γu; Si
0 – вектор напряжений, приложенный к 

границе ΓS; nj – единичный вектор нормали к границе 
ΓS. Уравнения (1)–(5) образуют краевую задачу дефор-
мирования и разрушения твердого тела. 

Краевая задача (1)–(5) решалась численно методом 
конечных элементов, предполагалось, что каждый эле-
мент представляет собой одну подобласть. Алгоритм 
решения включает следующие этапы: 

1) задание геометрии расчетной области и деление её 
на конечные элементы, генерация значений пределов 
прочности конечных элементов, ввод свойств материала; 

2) задание граничных условий (уравнение (5), значе-
ния ui

0 и Si
0 должны быть малыми, чтобы не допустить 

выполнения критерия разрушения на первом шаге); 
3) расчет напряженно-деформированного состояния; 
4) расчет величины внешней нагрузки (P). Если ее 

значение меньше порогового значения (обозначается 
как Plim), процесс моделирования процесса разрушения 
заканчивается; 

5) расчет поля коэффициента перегрузки (К), опре-
деление его максимального значения (обозначается как 
Kmax) в конечном элементе с индексом (m); 

6) если Kmax<1, то увеличение граничных условий в 
1/Kmax раз и переход к шагу 3, иначе редуцируется 

жесткость конечного элемента с индексом (m) и проис-
ходит переход к шагу 3.  

Целесообразность предложенного алгоритма дока-
зана в работах [27; 28]. Представленный алгоритм реа-
лизован на языке Ansys Parametric Design Language 
(APDL), блок-схема реализованного алгоритма пред-
ставлена на рис. 1. Разрушение КЭ осуществлялось с 
помощью встроенной в ANSYS процедуры death of 
finite element, что приводило к снижению жесткостных 
свойств КЭ в 106 раз. При решении задачи использована 
опция больших деформаций. В процессе численного 
решения краевой задачи возможность образования син-
гулярных точек после редуцирования жесткости конеч-
ных элементов не рассматривалась. В результате реше-
ния краевой задачи деформирования и разрушения по-
лучены диаграммы нагружения и данные о кинетике 
процесса накопления повреждений. 

Для исследования влияния геометрии концентрато-
ра напряжений на процесс разрушения тела со стати-
стически распределенными значениями прочностных 
свойств элементов конструкции рассматривается задача 
кинематического статического нагружения пластины 
(шириной 100 мм, высотой 20 мм и толщиной 1 мм, 
плоское напряженное состояние) с концентратором 
напряжений в форме полуэллипса (малая полуось 1 мм, 
большая полуось r мм). Были выбраны следующие зна-
чения параметра r: 0, 1; 1,5; 2; 3; 4 и 5 мм. На рис. 2 
представлена геометрия тела и граничные условия. 

 

Рис. 2. Геометрия тела с концентратором напряжений  
и граничные условия 

Fig. 2. The geometry of the solid with the stress concentrator  
and the boundary conditions 
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Граничные условия: 

 

   

 

 
   

   

1

2

3

4

0

.

;

0;

0;

, 0;

, 0.

y

y

x т A

ij j

ij j

u t u t

u t

u t

r t n r

r t n r









 

 




 

 


 (6) 

Здесь Γ1, Γ2 – верхняя и нижняя границы тела; Γ3, Γ4 – ле-
вая и правая границы тела, точка A (т. A) – нижний левый 
угол тела, u0 – смещение верхней границы (см. рис. 2). 

Рассматривается модельный материал с модулем 
Юнга E=3 ГПа и коэффициентом Пуассона ν = 0,36 (эти 
свойства соответствуют свойствам оргстекла [36] и вы-
браны для возможности проведения дальнейшей вери-
фикации полученных результатов). Предполагалось, что 
один КЭ соответствует одному структурному элементу 
тела. Значения предела прочности конечных элементов 
генерировались с использованием равномерного рас-
пределения. Во всех генерациях среднее значение (обо-
значаемое как σBm) было равным 40 МПа. Для характе-
ристики дисперсии распределения предела прочности 
КЭ введен параметр σ, определяемый как отношение 
среднеквадратического отклонения распределения к σBm 
(т.е. параметр σ является относительной величиной 
среднеквадратического отклонения). В случае равно-
мерного распределения максимальное значение σ, не 
приводящее к появлению отрицательных значений, со-
ставляет σlim≈0,577. В данной работе значения парамет-
ра σ варьировались в диапазоне от 0,0 до 0,9ꞏσlim (т.е. в 
диапазоне от 0,0 до 0,520) с шагом 0,1ꞏσlim. Для каждого 
значения σ было сгенерировано пять различных наборов 
значений предела прочности КЭ.  

При проведении численного моделирования с исполь-
зованием реализованного в виде программы алгоритма 
был использован четырехузловой конечный элемент 
PLANE182. Равномерная сетка генерировалась автомати-
чески. Решение задачи сходимости показало, что доста-
точно использовать КЭ с характерным линейным разме-
ром Lэл≈0,16 мм (определяется как квадратный корень из 
отношения площади тела к числу КЭ), что соответствует 
числу элементов N≈74000–77000. Пороговое значение 
внешней нагрузки Plim выбрано равным 0,1 кН.  

Численные эксперименты проводились на высоко-
производительном вычислительном комплексе ЦКП 
ЦВВС ПНИПУ. Результаты моделирования процесса 
разрушения представлены ниже. 

 
2. Результаты численного моделирования  
процессов разрушения 
 
2.1. Влияние концентратора напряжений  
на процесс разрушения 

 
С использованием вышеизложенного алгоритма для 

тел с концентраторами напряжений различной геомет-

рии построены расчетные диаграммы нагружения при 
различных значениях дисперсии распределения преде-
лов прочности структурных элементов (рис. 3).  

 

а 

 

b 

 

с 

 
d 

Рис. 3. Расчетные диаграммы нагружения для тел с концентраторами 
напряжений различной геометрии, значения σ: 0,000 (a),  
                               0,173 (b), 0,346 (c), 0,520 (d) 

Fig. 3. The calculated loading diagrams for the bodies with various 
concentrator depth values, σ values are: 0.000 (a), 0.173 (b),  
                                         0.346 (c), 0.520 (d) 
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Результаты демонстрируют, что при одинаковой 
прочности всех конечных элементов (σ=0,0) несущая 
способность тела снижается с ростом глубины концен-
тратора (т.е. с ростом значения параметра r), поскольку 
происходит увеличение максимального напряжения у 
вершины концентратора. При этом в случае r<2 разру-
шение первого КЭ приводит к реализации неустойчиво-
го процесса накопления повреждений, в то время как 
при r≥2 после первичного разрушения возникают 
устойчивые состояния (т.е. существуют состояния, в 
которых рост макродефекта «останавливается»). Данная 
особенность объясняется существенной неоднородно-
стью автоматически генерируемой конечно-элементной 
сетки. При увеличении параметра σ до 0,173 происхо-
дит снижение несущей способности тела для r≤1, прак-
тически не меняется несущая способность при r=1,5 мм 
и незначительно повышается максимальная нагрузка, 
выдерживаемая телом, при r≥2. Кроме этого, при боль-
шей глубине концентратора напряжений (r>2) наблюда-
ется увеличение числа состояний, где не происходит 
роста трещины, реализуется закритическая стадия де-
формирования на макроуровне [27]. При σ=0,346 только 
при r=0 (т.е. при отсутствии концентратора напряже-
ний) разрушение первого КЭ вызывает неустойчивый 
рост макродефекта, в остальных случаях реализуется 
ряд устойчивых состояний. Кроме этого, при r≥1 несу-
щая способность тела слабо зависит от глубины кон-
центратора напряжений. При значительном разбросе 
прочностных характеристик КЭ (σ=0,520) диаграммы 
нагружения являются практически идентичными для 
всех глубин концентратора напряжений, на макро-
уровне наблюдается существенно нелинейное поведе-
ние с реализацией протяженной закритической стадии 
деформирования.  

Таким образом, можно сделать вывод, что рост сред-
неквадратического отклонения распределения пределов 
прочности структурных элементов в теле приводит к по-
степенной реализации нелинейного поведения на макро-
уровне и изменению несущей способности тела.  

Поскольку дисперсия статистического распределе-
ния прочностных свойств КЭ приводит к изменению 
несущей способности пластины с концентратором 
напряжений, подробнее исследована зависимость мак-
симальной нагрузки от значения параметра σ. На рис. 4, a, 
показаны зависимости средней (по результатам 5 расче-
тов) максимальной нагрузки, выдерживаемой телом, от 
значения параметра σ для различных геометрий концен-
тратора напряжений. Результаты демонстрируют, что 
при r≤1 увеличение значения σ приводит к снижению 
несущей способности. При этом, если r=0 мм, график 
линейно убывает в диапазоне 0,00≤σ<0,41. Если значе-
ние r превышает 2 мм, то наблюдается немонотонная 
зависимость несущей способности от разброса значений 
предела прочности: при σ<0,34 график практически мо-
нотонно возрастает, а при σ>0,36 – монотонно убывает. 
Случаи r=1,5 и r=2 мм являются переходными, макси-
мальное значение нагрузки практически не меняется 

в диапазонах 0,00≤σ<0,34 и 0,00≤σ<0,18 (в пределах 
статистического разброса несущей способности тела) 
соответственно. 

Для более детального рассмотрения процесса раз-
рушения вводится параметр ω, определяющий относи-
тельное количество элементов с редуцированной жест-
костью (деактивированных КЭ), следующим образом: 

 ,deactN

N
    (7) 

где Ndeact – количество деактивированных КЭ. На рис. 4, b, 
показаны зависимости среднего количества деактиви-
рованных элементов при завершении работы алгоритма 
(т.е. максимального значения ω) от значения параметра 
σ для различных геометрий концентратора напряжений. 
Результаты демонстрируют, что геометрия концентра-
тора не влияет на количество деактивированных эле-
ментов. Полученные графики монотонно возрастают, 
при этом в диапазоне 0,00≤σ<0,24 количество деактиви-
рованных КЭ остается практически неизменным. 

 

а 

 

b 

Рис. 4. Зависимости максимального значения нагрузки (a)  
и максимального значения ω (b) от σ для концентраторов  
                         напряжений различной глубины r 

Fig. 4. The dependencies of the maximum load value (a)  
and the maximum ω value (b) on σ for the stress concentrators  
                                          of various depth r 
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Таким образом, подтверждается наличие порогово-
го значения параметра σ, при достижении которого 
концентратор напряжений перестает оказывать влияние 
на процесс разрушения (соответствующая гипотеза бы-
ла выдвинута в работе [27]). В случае равномерного 
распределения это пороговое значение находится в диа-
пазоне 0,41<σtr<0,46. Однако изменение геометрии кон-
центратора напряжений не влияет на количество деак-
тивированных КЭ. Представляет интерес рассмотрение 
кинетики процесса разрушения.  

На рис. 5 представлены изображения тел (поля пер-
вого главного напряжения) с различными значениями 
параметра r в состояниях, где ω=0,006.  

 

a     b 

 

c     d 

Рис. 5. Изображения тела с различными значениями r при 
ω=0,006: σ=0,000 (a); σ=0,173 (b); σ=0,346 (c); σ=0,520 (d) 

Fig. 5. Images of the body with various r value at ω=0.006: 
σ=0.000 (a); σ=0.173 (b); σ=0.346 (c); σ=0.520 (d) 

Результаты демонстрируют, что при малом значе-
нии стандартного отклонения распределения пределов 
прочности КЭ (σ<0,24) макродефект образуется в виде 
трещины толщиной в 1-2 КЭ от вершины концентрато-
ра напряжений (или от КЭ с наибольшим значением 
коэффициента перегрузки, если r=0). Реализуется лока-
лизованный тип накопления повреждений, характери-
зующийся деактивацией последующего КЭ в вершине 

уже образовавшегося макродефекта. При высокой дис-
персии распределения прочности КЭ (σ>0,46) наблюда-
ется дисперсный тип накопления повреждений. В этом 
случае КЭ деактивируются хаотично во всем объеме 
тела и концентратор напряжений практически не оказы-
вает влияния на процесс разрушения. При других зна-
чениях σ наблюдается смешанный тип накопления по-
вреждений, характеризующийся деактивацией КЭ в 
зоне концентрации напряжений и прорастанием макро-
дефекта через образующуюся ослабленную область. 
Отмечено, что максимальная несущая способность тела 
(при r≥2) достигается именно при реализации смешан-
ного типа накопления повреждений. 

Сделан вывод, что несмотря на существенное влия-
ние геометрии концентратора напряжений на несущую 
способность тела и форму расчетной диаграммы нагру-
жения, значение параметра r не влияет на реализуемый 
тип накопления повреждений при равных значениях 
среднеквадратического отклонения распределения пре-
делов прочности КЭ. 

С целью более подробного изучения кинетики про-
цесса накопления повреждений, была рассмотрена эво-
люция поврежденных зон в теле. Расчетные диаграммы 
нагружения и поля первого главного напряжения (для 
состояний, отмеченных точками на диаграммах нагру-
жения) представлены на рис. 6. Результаты подтвер-
ждают, что при σ=0,404 реализуется смешанный тип 
накопления повреждений независимо от геометрии 
концентратора напряжений. Однако увеличение значе-
ния параметра r приводит к более локализованному ро-
сту макродефекта с меньшим количеством КЭ, разру-
шенных дисперсно в объеме тела. При значении пара-
метра σ=0,520 процесс разрушения происходит по 
дисперсному типу, распространение макродефекта 
начинается только после формирования достаточно раз-
витой поврежденной структуры. Данная особенность 
объясняет снижение несущей способности при высоких 
значениях среднеквадратического отклонения распре-
деления пределов прочности КЭ. 

Таким образом, изучено влияние геометрии концен-
тратора напряжений на разрушение тела со статистиче-
ски распределенными значениями пределов прочности 
КЭ. Однако поскольку на процесс разрушения оказыва-
ет влияние не только геометрия концентратора напря-
жений, но и характерный размер повреждения, то необ-
ходимым является исследование влияния данного пара-
метра на результаты численного моделирования. 

 
2.2. Влияние характерного размера зоны  
повреждения на процесс разрушения 
 

Многими авторами [28; 37–41] высказывалось 
предположение, что материалы обладают прочностным 
свойством, которое представляет собой характерный 
размер зоны структурного повреждения (т.е. это свой-
ство является прочностной константой материала с раз-
мерностью длины).  
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Рис. 6. Расчетная диаграмма нагружения (левая сторона)  
и эволюция поврежденных зон (правая сторона): σ=0,404,  
глубина концентратора напряжений r=1 мм (a) и 4 мм (b);  
                        σ=0,520, r=1 мм (c) и r=4 мм (d) 

Fig. 6. The calculated loading diagram (left side) and the evolution  
of damaged zones (right side): σ=0.404, stress concentrator depth  
   r=1 mm (a) and 4 mm (b); σ=0.520, r=1 mm (c) and r=4 mm (d) 

Если данная гипотеза верна, то этот характерный 
размер следует учитывать при численном моделирова-
нии процессов разрушения. Преимуществом учета этого 

свойства является возможность уточнения влияния 
масштабного фактора. В данной работе влияние харак-
терного размера зоны повреждения исследуется путем 
численного моделирования процесса разрушения тела с 
использованием различных размеров КЭ, поскольку 
деактивация КЭ имитирует единичный акт разрушения.  

Характерный размер зоны повреждения (обознача-
емый как L) вычисляется как квадратный корень из от-
ношения площади тела к числу КЭ. В данной работе 
значение параметра L варьировалось в диапазоне 0,12–
0,21 мм. Изменение характерного размера зоны повре-
ждения также соответствует имитации влияния мас-
штабного фактора, поскольку уменьшение значения 
параметра L является аналогом увеличения размеров 
тела. Численное моделирование проводилось для тел со 
значениями глубины концентратора напряжений r=1 и 
r=4 мм и значениями среднеквадратического отклоне-
ния распределения пределов прочности КЭ в диапазоне 
0≤σ≤0,404. 

На рис. 7 представлены расчетные диаграммы 
нагружения для тела с глубиной концентратора напря-
жений r=4 мм для различных значений σ. Результаты 
демонстрируют, что увеличение характерного размера 
зоны повреждения приводит к росту несущей способно-
сти тела при любых значениях среднеквадратического 
отклонения распределения пределов прочности КЭ. 
Данные результаты соответствуют тому, что уменьше-
ние размеров тела повышает его несущую способность, 
что качественно соответствует влиянию масштабного 
фактора, наблюдаемому, в частности, при эксперимен-
тальном исследовании прочности образцов горных по-
род [42; 43]. Рост величины параметра L также умень-
шает количество устойчивых состояний на макро-
уровне, за исключением случая σ=0,404, при котором 
форма диаграммы нагружения слабо зависит от значе-
ния характерного размера зоны повреждения. Результа-
ты моделирования процесса разрушения тела с r=1 мм 
были аналогичными. 

Сделан вывод, что изменение характерного размера 
зоны повреждения влияет на несущую способность тела 
с концентратором напряжений и его механическое по-
ведение на макроуровне. 

Исследовано влияние характерного размера зоны 
повреждения на несущую способность тела и макси-
мальное значение параметра ω. Результаты представле-
ны на рис. 8. Отмечено, что при значении параметра r, 
равном 1 мм, рост значения параметра σ приводит к 
постепенному снижению несущей способности для всех 
значений L. Причем при L>0,16 и при L<0,15 получен-
ные зависимости практически подобны в диапазоне 
0,00≤σ<0,12. При r=4 мм зависимости максимальной 
нагрузки от среднеквадратического отклонения распре-
деления пределов прочности КЭ монотонно возрастают 
при L<0,15, однако при L>0,16 они немонотонны, мак-
симальное значение находится в диапазоне 0,25<σ<0,41. 
Также обнаружено, что изменение значения параметра L 
качественно не влияет на зависимости максимального 
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значения ω от значения σ, количественное изменение объ-
ясняется увеличением зоны повреждения при равном ко-
личестве деактивированных КЭ за счет роста их площади. 

 

а 

 

b 

 

с 

 

 d 

Рис. 7. Расчетные диаграммы нагружения для тел (r=4 мм)  
с различной L, значения σ составляют: 0,000 (a), 0,173 (b),  
                                     0,289 (c), 0,404 (d) 

Fig. 7. The calculated loading diagrams for the bodies (r=4 mm)  
with various L, the σ values are: 0.000 (a), 0.173 (b), 0.289 (c),  
                                               0.404 (d) 
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Рис. 8. Зависимости максимального значения нагрузки (a, c) 
и максимального значения ω (b, d) от σ для глубины  
      концентраторов напряжений r=1 мм (a, b) и r=4 мм (c, d) 

Fig. 8. The dependencies of the maximum load value (a, c) 
and the maximum ω value (b, d) on σ for the stress 
             concentrators depth r=1 mm (a, b) and r=4 mm (c, d) 
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Таким образом, сделан вывод, что уменьшение ха-
рактерного размера повреждения (соответствует увели-
чению размеров тела) приводит к снижению несущей 
способности. При этом, если глубина концентратора 
напряжений достаточно велика и зависимость макси-
мальной нагрузки от значения параметра σ немонотон-
на, точка максимума этой зависимости смещается впра-
во. В связи с этим внесено предположение, что измене-
ние характерного размера зоны повреждения приводит 
к изменению типа кинетики накопления повреждений.  

Для исследования кинетики процесса накопления 
повреждений были получены изображения тела (поля 
первого главного напряжения) для тела со значением 
геометрического параметра r=4 мм (рис. 9).  

  

a     b 

  

c     d 

Рис. 9. Изображения тела при различных значениях L: σ=0,000 
(a), σ=0,173 (b), σ=0,289 (c), σ=0,404 (d), глубина  

концентратора напряжений 4 мм 

Fig. 9. Images of the body with various L value: σ=0.000 (a), 
σ=0.173 (b), σ=0.289 (c), σ=0.404 (d), stress concentrator  

depth is 4 mm 

Поскольку изменение характерного размера зоны 
повреждения приводит к изменению параметра ω, отно-
сительное количество деактивированных КЭ было вы-
брано равным 0,008; 0,007; 0,006; 0,005; 0,004 для зна-
чений параметра L=0,204; 0,189; 0,164; 0,144; 0,120 мм, 
соответственно. Результаты демонстрируют, что при 
малом значении стандартного отклонения распределе-
ния пределов прочности КЭ (σ<0,24) макродефект фор-
мируется в виде трещины толщиной в 1–2 КЭ незави-
симо от значения параметра L; реализуется локализо-
ванный тип накопления повреждений. Смешанный тип 
повреждения реализуется при σ=0,289, если характер-
ный размер зоны повреждения является достаточно 

большим (L>0,16). При σ=0,404 во всех случаях реализу-
ется смешанный тип накопления повреждений, однако 
возникновение множества дисперсно деактивированных 
КЭ отмечается при L>0,18. Аналогичные результаты по-
лучены для тела со значением параметра r=1 мм. 

Таким образом, характерный размер зоны повре-
ждения влияет на кинетику процесса накопления по-
вреждений, соответственно, внесенное выше предполо-
жение верно. Уменьшение значения параметра L приво-
дит к реализации более локализованного накопления 
повреждений, смешанный тип накопления повреждений 
реализуется при более высоких значениях параметра σ, 
что соответствует смещению точки максимума зависи-
мости максимальной нагрузки от σ вправо. Таким обра-
зом, подтверждается, что максимум несущей способно-
сти тела с концентратором напряжений (при r≥2) дости-
гается при реализации смешанного типа накопления 
повреждений.  

На рис. 10 приведена эволюция поврежденных зон 
(r=4 мм, σ=0,404) для различных значений характерного 
размера зоны повреждения.  

 

a 

 

b 

Рис. 10. Расчетная диаграмма нагружения (левая сторона)  
и эволюция поврежденных зон (правая сторона) для тела  
с глубиной концентратора напряжений r=4 мм и σ=0,404:  
                                  L=0,120 (a), L=0,204 (b) 

Fig. 10. The calculated loading diagram (left side) and the evolu-
tion of damaged zones (right side) for the body with stress  
concentrator depth r=4 mm and σ=0.404: L=0.120 (a), L=0.204 (b) 

Результаты подтверждают, что уменьшение значе-
ния параметра L (или рост размеров тела) приводит к 
реализации более локализованного типа накопления 
повреждений. Деактивация КЭ происходит только в ло-
кализованной области у вершины концентратора напря-
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жений, если характерный размер зоны повреждения мал, 
но если тело состоит из множества крупных структурных 
элементов, могут быть реализованы структурные повре-
ждения во всем объеме тела. 

Таким образом, сделан вывод о существенном вли-
янии характерного размера зоны повреждения на про-
цесс разрушения тела со статистически распределенны-
ми значениями пределов прочности КЭ. 

 
Заключение 

 
В данной работе проведено теоретическое исследо-

вание процессов разрушения тел при учете статистиче-
ского распределения значений пределов прочности 
структурных элементов. Рассмотрена задача растяжения 
пластин, находящихся в плоском напряженном состоя-
нии, с концентраторами напряжений различной геомет-
рии. Предполагалось, что разрушение структурных 
элементов происходило при невыполнении первой ги-
потезы прочности. Основными результатами данного 
исследования являются следующие: 

• подробно рассмотрено влияние геометрии эллип-
тического концентратора напряжений на процесс разру-
шения при различных значениях среднеквадратического 
отклонения распределения пределов прочности КЭ. Выяв-
лено, что рост глубины концентратора напряжений приво-
дит к снижению несущей способности тела, происходит 
качественное изменение вида зависимости максимальной 

нагрузки от дисперсии значений пределов прочности с 
монотонно убывающей на немонотонную. Подтверждена 
гипотеза о существовании порогового значения средне-
квадратического отклонения распределения пределов 
прочности КЭ, при котором концентратор напряжений не 
оказывает влияния на процесс разрушения; 

• исследована кинетика процесса накопления по-
вреждений. Отмечено, что рост среднеквадратического 
отклонения распределения пределов прочности КЭ 
приводит к изменению типа накопления повреждений с 
локализованного на дисперсный. Установлено отсут-
ствие влияния геометрии концентратора напряжений на 
кинетику процесса разрушения; 

• рассмотрено влияние характерного размера зоны 
повреждения на процесс разрушения. Продемонстриро-
вано, что уменьшение размера КЭ (или соответствую-
щее увеличение размеров тела) приводит к снижению 
несущей способности тела и реализации более локали-
зованного типа накопления повреждений. 

Результаты данного исследования могут быть по-
лезны для численного моделирования процессов разру-
шения твердых тел с неоднородной структурной (ком-
позитов, горных пород, бетонов и т.д.). Дальнейшие 
исследования будут направлены на анализ влияния раз-
личных режимов нагружения на процесс разрушения 
тел с концентраторами напряжений. Также планируется 
разработка расчетно-экспериментальных методов опре-
деления характерного размера зоны повреждения. 
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