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МНОГОУРОВНЕВАЯ СТАТИСТИЧЕСКАЯ КОНСТИТУТИВНАЯ МОДЕЛЬ  

НА БАЗЕ КОНТИНУАЛЬНОЙ ДИСЛОКАЦИОННОЙ ДИНАМИКИ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 

ДЛЯ КОМПЛЕКСНОГО ОПИСАНИЯ ТРАНСФОРМАЦИИ СТРУКТУРЫ МЕДИ  
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 В ходе технологических процессов (ТП) обработки давлением металлов и сплавов, особен-
но с применением методов интенсивной пластической деформации, происходит изменение их
зеренной структуры. При низких гомологических температурах доминирующим процессом пере-
строения внутренней структуры материала является фрагментация, которая реализуется за счет
образования блоков ячеек и постепенной их эволюции в субзерна и новые мелкие зерна за счет
разворотов друг относительно друга в ходе деформирования.  

Развитие вычислительных средств в последние десятилетия позволяет все более эффек-
тивно применять для анализа и совершенствования реальных ТП аппарат математического
моделирования. При этом для исследования происходящих в ходе ТП изменений внутри мате-
риала целесообразно использовать многоуровневые конститутивные модели (КМ), основанные
на принципах физической теории пластичности, за счет явного учета в них эволюции внутренней
структуры материала и реализующихся механизмов деформирования. В работе предлагается
новая многоуровневая статистическая КМ на базе континуальной дислокационной динамики для
описания фрагментации зерен металлов с ГЦК-решеткой. Разработанная КМ комплексно описы-
вает процесс фрагментации: учитывает эволюцию плотности статистически накопленных и гео-
метрически необходимых дислокаций, а также её влияние на изменение средних значений углов
разориентации, размеров фрагментов и зерен в поликристалле.  

Верификация результатов моделирования осуществлялась на опытных данных для четы-
рех проходов равноканального углового прессования меди при комнатной температуре по
маршруту Bc (с поворотом заготовки). Полученные в КМ результаты предсказания изменения
напряженно-деформированного состояния и ключевых параметров структуры (размеров зерен,
текстуры, углов разориентации и размеров фрагментов, плотностей дислокаций) находятся в
удовлетворительном соответствии с данными экспериментов. 
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 During metal forming processes, especially those involving severe plastic deformation tech-
niques, the grain structure of metals and alloys undergoes significant changes. At low homolo-
gous temperatures, the predominant mechanism of microstructural reorganization is fragmenta-
tion. This process occurs through the formation of dislocation cell blocks and their gradual evolu-
tion into subgrains and new fine grains via mutual rotations during deformation. 

Advances in computational capabilities over recent decades have increasingly enabled the 
application of mathematical modeling to analyze and optimize technological forming processes.
To investigate microstructural transformations during these processes, multilevel constitutive
models grounded in the crystal plasticity are particularly suitable. These models explicitly account
for the evolution of internal structure and deformation mechanisms. This work proposes a novel
multilevel statistical constitutive model based on continuum dislocation dynamics to describe
grain fragmentation in face-centered cubic metals. The developed model comprehensively char-
acterizes the fragmentation process by tracking the evolution of statistically stored dislocation
and geometrically necessary dislocation densities, quantifying their influence on key microstruc-
tural parameters: average misorientation angle, average fragment size and average grain size in
polycrystal. 

Model verification was performed against experimental data from four passes of equal-
channel angular pressing of copper at room temperature via route Bc (workpiece rotation be-
tween passes). The model demonstrates satisfactory agreement with experimental results in
predicting stress-strain states and critical structural parameters (grain size, crystallographic tex-
tures, disorientation angle and fragment size, dislocation densities). 
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Введение 
 
При изготовлении изделий, конструкций из метал-

лов и сплавов применяются различные технологические 
процессы обработки металлов давлением (ОМД). По-
мимо классических процессов ОМД, направленных на 
изменение формы с попутным улучшением свойств ма-
териала, таких как, например, ковка, объемная и листо-
вая штамповка, волочение, прокатка [1; 2], в последнее 
время активно развиваются процессы с использованием 
методов так называемой интенсивной пластической  
деформации (ИПД), ориентированные только на значи-
тельное улучшение свойств материала без существен-
ного изменения формы заготовки [3–5]. Примерами 
процессов ИПД являются равноканальное угловое прес-
сование (РКУП) [6; 7], кручение под высоким давлени-
ем [8; 9], многонаправленная штамповка [10; 11], обкат-
ка роликами [12–14] и др. Основным отличием процес-
сов ИПД от классических ОМД является высокая 
стесненность детали при обработке, что позволяет про-
водить деформирование до нескольких сотен и тысяч 
процентов без разрушения [4; 15]. В процессах ИПД 
вследствие указанной стесненности материала активно 
реализуются процессы фрагментации и динамической 
рекристаллизации, приводящие к существенному изме-
нению размеров зерен материала [3; 5; 16; 17]. 

В настоящей работе под термином «фрагментация» 
(измельчение) будем понимать процесс перехода при 
низких гомологических температурах исходного круп-
нозернистого материала в мелкозернистый за счет реа-
лизующихся внутризеренных дислокационных меха-
низмов деформирования, к которым относятся образо-
вание блочно-ячеистой структуры, развороты ячеек и 
блоков друг относительно друга с образованием субзе-
рен и их дальнейшая трансформация в зерна за счет 
поворотов [3; 5; 17–19]. При гомологических темпера-
турах выше 0,5 дополнительно активизируется процесс 
миграции мало- и большеугловых границ, который яв-
ляется одним из характерных для динамической рекри-
сталлизации механизмов деформирования [16; 20–22]. В 
настоящей работе происходящие при повышенных тем-
пературах механизмы деформирования не рассматри-
ваются, то есть процесс динамической рекристаллиза-
ции остается за рамками исследования. При фрагмента-
ции реализуется уменьшение размеров зерен на 
мезоуровне, которое приводит к улучшению эксплуата-
ционных физико-механических характеристик готового 
изделия на макроуровне. В материалах с мелким разме-
ром зерна повышается прочность, твердость, улучша-
ются усталостные свойства, электропроводность, маг-
нитные свойства и др. [5]. Изделия из материалов с 
мелким размером зерна при низких скоростях деформа-
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ции и повышенных температурах способны деформиро-
ваться в режиме сверхпластичности [5; 23]. Углублен-
ное понимание реализующихся на мезоуровне механиз-
мов деформирования в ходе фрагментации и управле-
ние ими с целью получения изделий с требуемыми 
эксплуатационными характеристиками является акту-
альной задачей для совершенствования технологиче-
ских процессов обработки металлов. 

В последние десятилетия с развитием средств вы-
числительной техники применение аппарата математи-
ческого моделирования позволяет все более детально 
прогнозировать реальные технологических процессы 
[24]. При математическом описании поведения матери-
ала в ходе деформирования используют конститутив-
ные модели (определяющие соотношения). В подавля-
ющем большинстве работ используются макрофеноме-
нологические определяющие соотношения, и большой 
прогресс индустрии ХХ в. связан с эффективным при-
менением таких моделей в совокупности с методом ко-
нечных элементов [25–27], что позволило с высокой 
степенью адекватности определять напряженно-
деформированное состояние материала, остаточные 
напряжения первого рода, силовые параметры установ-
ки и другие интегральные характеристики. Однако в 
макрофеноменологических моделях отсутствует воз-
можность явным образом описать эволюцию структуры 
материала, которая определяет эксплуатационные ха-
рактеристики изделий. Следовательно, для применения 
таких моделей при проектировании новых технологиче-
ских процессов, в которых может реализоваться широкий 
спектр воздействий, для учета различных видов нагру-
жений (траекторий деформирования) необходимо вво-
дить напрямую аппроксимацию большого набора экспе-
риментальных данных при разных условиях, что крайне 
ресурсоемко. Поэтому в последние десятилетия развива-
ются основанные на физических теориях многоуровне-
вые модели (в зарубежной литературе принят термин 
crystal plasticity models) [24; 28–35]. Основным преиму-
ществом многоуровневых моделей перед макрофеноме-
нологическими является возможность явным образом 
учесть элементы внутренней структуры материала и реа-
лизующиеся на различных структурно-масштабных 
уровнях механизмы деформирования за счет введения 
внутренних переменных [36–38].  

Многоуровневые конститутивные модели (КМ) в 
зависимости от гипотезы о связи переменных на сосед-
них уровнях подразделяются на три группы: прямые (в 
зарубежной литературе – crystal plasticity finite element mo-
dels) [24; 35; 39], статистические (в зарубежной литера-
туре – Taylor models) [40; 41] и самосогласованные (в 
зарубежной литературе – self-consistent models) [24; 42]. 
Заметим, что статистические модели являются наиболее 
вычислительно эффективными и позволяют с достаточ-
ной степенью адекватности описывать технологические 
процессы обработки металлов. В настоящей работе в 
качестве базовой модели для описания изменения 
напряженно-деформированного состояния ГЦК-поли-

кристалла при ИПД используется ранее разработанная 
двухуровневая статистическая конститутивная модель 
на базе физических теорий пластичности [33; 43], ос-
новными механизмами деформирования в которой яв-
ляются внутризеренное дислокационное скольжение 
и ротации решеток кристаллитов. 

Важным направлением развития аппарата многоуров-
невых КМ является разработка и интеграция в них кор-
ректных соотношений для учета различных механизмов 
деформирования, в частности, фрагментации – в соответ-
ствии с приведенной выше аргументацией. Такие расши-
ренные КМ могут применяться для описания и совершен-
ствования реальных технологических процессов ИПД 
и ОМД, а также для решения задачи функционального 
проектирования изделий из металлов и сплавов, в рамках 
которой определяется их оптимальная структура при 
функционировании [44]. Заметим, что ранее созданы, в 
том числе в коллективе, к которому относятся авторы 
настоящей статьи, многоуровневые КМ для описания ди-
намической рекристаллизации [21; 22; 45–47], зерногра-
ничного скольжения [48–50], деформирования сплавов 
в режиме сверхпластичности [23; 51] и др. [52–54]. 

На сегодняшний день существует ряд конститутив-
ных моделей для описания фрагментации, которые, со-
гласно обзору [55; 56], можно разделить на три группы: 
макрофеноменологические модели [57–60], контину-
альные физически-ориентированные модели [61–64] и 
многоуровневые модели на базе физических теорий [43; 
65–69]. Заметим, что макрофеноменологические и кон-
тинуальные физически-ориентированные модели, со-
гласно приведенной выше аргументации, не целесооб-
разно использовать напрямую для описания процессов 
ИПД, однако часть соотношений моделей указанных 
типов может успешно применяться для расширения 
функционала многоуровневых КМ [43; 70; 71]. В рам-
ках введенной классификации моделей найдено лишь 
несколько работ, в которых процесс фрагментации опи-
сывается на двух структурных уровнях – уровне зерен и 
уровне блоков ячеек/субзерен [58; 66]. В большинстве 
разработанных моделей рассматривается эволюция ли-
бо размера зерна при деформировании без явного учета 
эволюции более мелких структурных элементов [68; 
69], либо размера отдельных ячеек/блоков яче-
ек/субзерен с применением гипотезы о соответствии по-
следнего среднему размеру зерна при очень больших де-
формациях [43; 61–63; 65; 70]. При этом все указанные 
модели не в полной мере описывают процесс фрагмента-
ции в плане соответствия физическим наблюдениям. Ав-
торам настоящей статьи не удалось найти исследований, в 
которых процесс фрагментации моделируется в рамках 
многоуровневого подхода с комплексным учетом измене-
ния размеров зерен, субзерен, разориентации и эволюции 
плотностей дислокаций в них. Таким образом, можно за-
ключить, что среди существующих моделей фрагментации 
мало таких, где в достаточном объеме учитываются экспе-
риментальные наблюдения процесса измельчения, и при 
этом модель является вычислительно эффективной. Отме-
тим, что авторами настоящей статьи ранее была реали-
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зована двухуровневая статистическая КМ с модифици-
рованной моделью ETMB (Y. Estrin, L.S. Toth, 
A. Molinari, Y. Brechet) [43], в которой рассматривалась 
эволюция среднего размера ячейки при РКУП меди при 
комнатной температуре и приближенно описывался 
процесс измельчения без детального учета ключевых 
механизмов деформирования. 

Целью настоящей работы является создание мате-
матической модели, которая с детальностью, достаточ-
ной для углубленного моделирования технологических 
процессов обработки металлов, описывает реальную 
физику процесса измельчения зерен при деформирова-
нии (учитывает эволюцию плотности статистически 
накопленных и геометрически необходимых дислока-
ций, значения среднего размера фрагментов и зерна, 
угол разориентации фрагментов), но при этом является 
вычислительно эффективной (позволит за приемлемое 
время проводить моделирование поведения материала в 
ходе реальных технологических процессов). Предлага-
емая модель фрагментации, интегрированная в много-
уровневую КМ, при явном описании физических про-
цессов перестроения зеренной структуры позволит де-
тально и адекватно моделировать эволюцию структуры 
материала при различных сценариях термомеханиче-
ских воздействий.  

В первом разделе статьи кратко описывается струк-
тура базовой двухуровневой статистической КМ не-
упругого деформирования ГЦК-поликристалла. Модель 
фрагментации, сформулированная на базе континуаль-
ной дислокационной динамики, приводится в разделе 2. 
В третьем разделе содержится анализ результатов, по-
лученных с помощью двухуровневой статистической 
КМ и дислокационной модели фрагментации при опи-
сании РКУП меди при комнатной температуре. 

 

1. Базовая двухуровневая статистическая  
конститутивная модель для описания  
неупругого деформирования  
ГЦК-поликристалла 

 

При использовании аппарата многоуровневого мо-
делирования описание деформирования материала про-
исходит на нескольких структурно-масштабных уров-
нях. В двухуровневой статистической КМ исследуют 
поведение представительного объема (ПО) материала 
на макроуровне, который содержит достаточное для 
осреднения количество кристаллитов (элементов мезо-
уровня). Для определения изменения напряженно-
деформированного состояния и внутренней структуры в 
отдельном кристаллите необходимо решить систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений [33]. 

На макроуровне напряжения в ПО равны среднему 
значению напряжений в отдельных кристаллитах 

Κ κ  [33], где Κ   взвешенный тензор напряжений 

Кирхгоффа макроуровня, 
ο

ˆρ/ ρ κ σ  – взвешенный тен-

зор напряжений Кирхгоффа мезоуровня, σ  – тензор 

напряжений Коши мезоуровня, 
0

ρ , ρ̂  – плотность мате-

риала кристаллита в отсчетной (разгруженной) и акту-

альной конфигурациях,    обозначение операции 

осреднения. В настоящей работе принимается, что от-
счетная конфигурация каждого отдельного кристаллита 
является естественной. Для связи кинематических воз-
действий на макро- и мезоуровне используется расши-
ренная гипотеза Фойгта, в которой скорость деформа-
ции для каждого отдельного кристаллита совпадает со 
скоростью деформаций для всего ПО [33].  

В качестве основного механизма неупругого дефор-
мирования рассматривается внутризеренное дислокацион-
ное скольжение и учитываются вызванные им повороты 
решетки. Подробно структура такой базовой двухуровне-
вой статистической КМ для отдельного кристаллита опи-
сана ранее в работах [33; 43]. В рамках КМ для описания 
внутризеренного дислокационного скольжения записыва-
ются уравнения для вычисления скорости сдвигов по  
системам скольжения (уравнение Орована [72]) 

   ( )γ , 1,k kk
m v b k K   , где  k

m  – плотность подвижных 

дислокаций на системе скольжения k, определяемая в мо-
дели фрагментации в разделе 2, b  – модуль вектора Бюр-

герса,             ( )
0 τ τ τ τ τ , 1,

m
k k k k kk

c cv v H sign k K    – 

скорость движения дислокаций на системе скольжения 
k, 0v  – характерная скорость движения дислокаций, 

( )τ k , ( )τ k
c  – касательное и критическое касательное 

напряжение на системе скольжения k, m – показатель 

скоростной чувствительности материала,  H   – функ-

ция Хэвисайда,  sign   – знак переменной.  

В качестве эволюционного уравнения для критиче-
ских напряжений сдвига (закона упрочнения) использу-
ется соотношение с учетом влияния на упрочнение ма-
териала различных механизмов: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0τ τ τ τ τk k k k k

c c cHPf cHPg cBH    , 

( )τ k
cHPf HPf fk d , 

( )τ k
cHPg HPg gk d , 

 ( ) ( )

1

τ
K

sk ks
cBH BH SSD

s

Gb


    , 

(1) 

где (1)2, (1)3 – соотношения Холла – Петча, учитываю-
щие влияние на упрочнение границ фрагментов и зерен 
соответственно [73–75], HPfk , HPgk   константы, (1)4 – 

соотношение, аналогичное предложенному Бейли и 
Хиршем [76–78], учитывающее взаимодействие дислока-
ций, BH  – параметр Бейли – Хирша, G  – модуль сдвига,  

( )ki  – компоненты матрицы взаимодействия дислока-
ций на системе скольжения с номером k с дислокациями 
на системе скольжения с номером s (принимают значе-
ния 1 для компланарных систем скольжения и latq  для 
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некомпланарных систем скольжения). Заметим, что по-
добная форма соотношения (1) без учета влияния раз-
мера фрагментов на упрочнение применяется во многих 
работах, например, в [65; 68; 77; 78]. Размер фрагмента 

fd , средний размер зерна gd , плотность статистически 

накопленных дислокаций  s
SSD  вычисляется с помо-

щью подмодели фрагментации, подробно описанной  
в разделе 2. 

Для описания ротации решеток кристаллитов ис-
пользуется модель решеточного поворота, детально опи-
санная в работах [79–81]. Заметим, что ранее в работе 
[81] была показана близость получаемого в КМ отклика 
при использовании модели решеточного поворота и ши-
роко применяемых в многоуровневых КМ модели рота-
ции Тейлора [82–85] и модели «материального поворота» 
со спином, определенном на ортогональном тензоре, со-
провождающем упругую деформацию [86–89]. 

При применении сложных КМ для описания реаль-
ных технологических процессов, безусловно, возникает 
вопрос об их корректности и адекватности. Для постро-
енных на базе дифференциальных уравнений моделей, в 
частности двухуровневых статистических КМ, «стан-
дартным» методом проверки их корректности является 
анализ устойчивости к малым возмущениям парамет-
ров. В работе [90] разработана методика оценки устой-
чивости КМ к возмущениям начальных условий, воз-
действий и параметрам оператора, согласно которой 
проведены исследования устойчивости моделей, описы-
вающих неупругое деформирование ГЦК и ГПУ метал-
лов [91; 92]. Также отметим, что для моделирования про-
цессов ИПД с поворотами заготовки между проходами 
КМ должна адекватно описывать нагружения с изменя-
ющимся направлением деформирования. В работе [52] 
было проведено исследование способности базовой 
двухуровневой статистической КМ описывать нагруже-
ния с изломом траектории деформирования и показано, 
что КМ для неупругого деформирования ГЦК-поли-
кристалла применима для описания воздействий подоб-
ного класса. Отметим, что аналогичная предложенной в 
настоящей работе КМ с интегрированной моделью 
ETMB для приближенного описания фрагментации ранее 
применялась для описания измельчения в ходе РКУП 
меди при комнатной температуре [43] и при холодной 
прокатке листа стали 08Х18Н10 (зарубежный аналог – 
AISI 304) [93]. Таким образом, согласно ранее проведен-
ным исследованиям, двухуровневая статистическая КМ 
может использоваться в качестве базовой для дополне-
ния более детальным учетом фрагментации с целью опи-
сания реальных технологических процессов. 

 

2. Подмодель для описания фрагментации  
зерен на базе континуальной  
дислокационной динамики 

 

В настоящей работе для описания уменьшения раз-
меров зерен в процессе фрагментации разработана 
и численно реализована дислокационная модель (ДМ). 

Структура ДМ сформулирована на основе детального 
анализа физических представлений о процессе измель-
чения [5; 17; 94; 95] и ранее разработанной модифика-
ции [43] модели ETMB [61; 70] для приближенного 
описания измельчения. Дислокационная модель разра-
ботана для комплексного и адекватного учета эволюции 
структуры материала и ключевых механизмов дефор-
мирования в ходе процесса фрагментации и при этом 
обладает вычислительной ресурсоемкостью, достаточ-
ной для дальнейшего эффективного моделирования ре-
альных технологических процессов (это подтверждает-
ся результатами расчетов, приведенными в разделе 3). 
Отметим, что в некоторых моделях явно, а не статисти-
чески, учитывается генерация новых зерен [68; 69], что 
существенно повышает ресурсоемкость модели и при-
водит к неэффективности (иногда – и невозможности) 
численного моделирования реальных технологических 
процессов. 

Объектом исследования в дислокационной модели 
фрагментации является состоящий из gN  зерен пред-

ставительный объем материала. Зерна в ПО отделены 
друг от друга большеугловыми границами зерен [95]. 
По аналогии с моделью ETMB [61; 70] в рамках ДМ 
каждому зерну приписывается эффективный (средний) 
фрагмент, описываемый плотностью статистически 

накопленных дислокаций (СНД)  i
SSD , плотностью гео-

метрически необходимых дислокаций (ГНД)  i
GND , раз-

мером  i
fd  и углом разориентации  i , 1, gi N . Заме-

тим, что указанные параметры эффективного фрагмента 
соответствуют осредненным параметрам по всем реаль-
ным фрагментам в зерне. В настоящей работе термином 
«фрагмент» описывается объем материала, который от-
делен от других фрагментов малоугловыми геометриче-
ски необходимыми дислокационными границами, то есть 
при моделировании процесса фрагментации в зависимо-
сти от стадии деформирования фрагменту соответствует 
либо блок ячеек, либо субзерно [94; 95]. В рамках всего 
ПО вводятся величины удельной площади (на единицу 
объема) границ фрагментов fS  и границ зерен gS . 

В ДМ для описания процесса измельчения на 
уровне поликристалла вводятся величины среднего 

размера фрагментов fd  и среднего размера зерна gd . 

Средний размер фрагментов определяется осреднением 

размеров эффективных фрагментов  i
fd  для зерен, ко-

торые вычисляются на основе плотностей СНД, ГНД и 
удельной площади границ зерен. Средний размер зерна 
в поликристалле определяется с помощью величины 
удельной площади границ зерен, которая вычисляется 

на основе средних углов разориентации фрагментов   

и удельной площади границ фрагментов fS . В соотно-

шении для определения последней учитывается генера-
ция новых границ фрагментов на основе средних плот-

ностей ГНД GND , при этом средний угол разориента-
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ции фрагментов в зерне также вычисляется на основе 
плотности ГНД. При вычислении плотности СНД и 
ГНД в эффективном фрагменте учитываются ключевые 
дислокационные процессы, протекающие в зерне. 

Введение размеров характерных элементов струк-
туры материала на двух масштабных уровнях позволяет 
более подробно описать процесс фрагментации зерен на 
начальных этапах деформирования. В отличие от моде-
ли ETMB [61; 70], где описывается только изменение 
среднего размера ячейки и поэтому средний размер зер-
на можно определить только при очень больших де-
формациях в ходе процессов ИПД [5], считая его сопо-
ставимым со средним размером ячейки, в предлагаемой 
дислокационной модели по отдельности описывается 
уменьшение размеров фрагментов и их развороты на 
уровне зерен на основе происходящих в них дислокаци-
онных процессов, а также на уровне поликристалла яв-
но учитывается уменьшение среднего размера зерна за 
счет увеличения удельной площади границ фрагментов 
при переходе фрагментов в новые зерна. При этом яв-
ный переход блоков ячеек и отдельных ячеек в субзерна 
для сокращения ресурсоемкости в модели не описывается, 
но о нем косвенно можно судить по величинам углов ра-
зориентации фрагментов. В рамках приведенной в разде-
ле 1 двухуровневой статистической КМ каждое зерно по-
ликристалла и соответствующий ему эффективный фраг-
мент в ДМ описывается с помощью уравнений мезоуровня 
[33]. При реализации ДМ подразумевается, что исходная 
структура фрагментов в каждом зерне уже сформирована, 
и с использованием описанных ниже уравнений модели-
руется её эволюция при деформировании. 

Рассмотрим далее подробно ключевые соотношения 
ДМ. На уровне эффективного фрагмента, соответству-
ющего отдельному зерну в поликристалле, последова-
тельно вычисляются плотность дислокаций внутри 
фрагмента (статистически накопленные дислокации), 
плотность дислокаций в границе фрагмента (геометри-
чески необходимые дислокации), размер эффективного 
фрагмента и угол разориентации его с окружением. За-
метим, что при описании указанных уравнений для 
краткости номер эффективного фрагмента опущен. На 
уровне поликристалла с использованием осреднения 
указанных выше величин для зерен определяются 
удельная площадь границ фрагментов, удельная пло-
щадь границ зерен, средний размер фрагментов и сред-
ний размер зерна в поликристалле. 

 
2.1. Описание эволюции плотности  
дислокаций внутри фрагментов 

 
Статистически накопленными дислокациями явля-

ются дислокации внутри фрагмента, в частности дисло-
кации, формирующие ячейки [96]. Отметим, что в ДМ 
для повышения численной эффективности ячейки явно 
не описываются. В настоящей работе формулируется 
модель описания эволюции плотности СНД в рамках 
подхода континуальной дислокационной динамики [68; 

69; 78; 97; 98], в котором суммарная плотность стати-
стически накопленных дислокаций делится на плот-

ность подвижных ( )k
m  и неподвижных дислокаций ( )k

im . 

Заметим, что в настоящей работе не рассматривается 
явное разделение дислокаций на краевые и винтовые, 
предполагая наличие дислокаций обоих типов в общей 
плотности СНД. В отличие от дискретной дислокаци-
онной динамики [99; 100], в которой для анализа эф-
фектов при неупругом деформировании материала мо-
делируется коллективное поведение отдельных дисло-
каций и их взаимодействие, в континуальной 
дислокационной динамике вводятся плотности дисло-
каций, описывающие дислокационные процессы инте-
грально (в среднем) [97]. 

Под подвижными дислокациями в контексте пред-
лагаемой КМ–ДМ будем понимать такие, которые при 
приложении касательных напряжений, равных критиче-
ским, будут перемещаться. Подвижными дислокациями 
в основном являются дислокации во внутренностях, а 
неподвижными – дислокации в стенках ячейки, которые 
образуются из подвижных дислокаций при их взаимо-
действии друг с другом и состоят из дислокационных 
диполей, узлов, клубков, скоплений и т.п. Таким обра-
зом, плотность СНД в эффективном фрагменте делится 
на интегральную плотность подвижных дислокаций 
(фактически дислокаций во внутренностях ячеек) и не-
подвижных (дислокаций в стенках ячеек): 

  ( ) ( ) ( ) ,     1,k k k
SSD m im k K     .  (2) 

Эволюционное уравнение для плотности подвиж-
ных дислокаций состоит из девяти слагаемых, описы-
вающих основные механизмы взаимодействия дислока-
ций (соотношения (3), (5) для расчета плотности СНД 
приводятся согласно работам [68; 69; 78; 97; 98; 101]): 
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  (3) 

где 1 9   – коэффициенты, отвечающие за вклад раз-

личных механизмов в скорость изменения плотности 
подвижных, неподвижных и геометрически необходи-

мых дислокаций [68; 69; 78; 97; 98; 101],  kd  – средняя 
длина свободного пробега дислокаций, определяемая 
ниже, cR  – критическое расстояние для реализации ан-

нигиляции дислокаций,   – константа, csK  – количе-

ство плоскостей для переползания (для ГЦК 2csK  ), 
( )( )k sP  – матрица вероятности для переползания, полу-
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ченная методом Монте-Карло (компоненты могут прини-
мать значения: (0) – нет переползания, (+1) – «приход» 
дислокаций на систему скольжения k, (–1) – «уход» дисло-
каций с системы скольжения s) [97; 102; 103]. 

Первые шесть слагаемых в (3) записываются на ос-
нове работ [68; 69; 78; 97; 98]. Первое слагаемое описы-
вает увеличение плотности подвижных дислокаций за 
счет генерации их источниками Франка – Рида. Второе 
слагаемое описывает аннигиляцию двух подвижных 
дислокаций противоположного знака. Третье слагаемое 
отражает возможность подвижных дислокаций стать 
неподвижными СНД вследствие перехода дислокаций 
из внутренностей в стенки ячейки. Четвертое слагаемое 
описывает возможность неподвижных дислокаций стать 
подвижными по причине обратного перехода из стенок 
во внутренности ячейки при достижении критических 
напряжений. В пятом слагаемом учитывается перепол-
зание винтовых дислокаций (в зарубежной литературе 
принят термин cross-slip) из одной плоскости скольже-
ния в другую [97; 102; 103]. Шестое слагаемое отражает 
аннигиляцию между подвижными и неподвижными 
дислокациями. Следующие слагаемые записываются по 
аналогии с моделью, предложенной в [101]. Седьмое 
слагаемое описывает переход подвижных дислокаций в 
ГНД по аналогии с третьим слагаемым. Восьмое слага-
емое по аналогии с четвертым слагаемым учитывает 
возможность перехода из ГНД в подвижные дислока-
ции. Девятое слагаемое необходимо для учета анниги-
ляции подвижных дислокаций и ГНД и записывается по 
аналогии с шестым слагаемым.  

При определении значений слагаемых в (3) исполь-
зуется средняя длина свободного пробега дислокаций 

по системам скольжения  kd , которая вычисляется как 
среднее гармоническое: 

     
2 1 1

,     1,
k k

g

k K
dd d

   ,  (4)  

  

      
1

fk

K
ks s s

SSD GND
s

K
d





  
,  

где  kd  – оценка средней длины свободного пробега по 

системе скольжения на основе плотности дислокаций в 
зерне, gd  – оценка средней длины свободного пробега 

на основе среднего размера зерна в ПО, fK  – констан-

та. Формула (4) предложена для учета влияния границ 
зерен на процесс фрагментации. Первое значение в пра-
вой части (4) характеризует оценку средней длины сво-
бодного пробега на основе плотности дислокаций в зер-
нах (оценка снизу), а второе – на основе величины 
среднего размера зерна (оценка сверху). Здесь под 
«оценкой снизу» и «оценкой сверху» подразумевается, 

что величина  kd  должна быть меньше величины gd  

согласно физическим соображениям. Таким образом, 

при малых деформациях первое слагаемое будет вно-

сить бóльший вклад в выражение для   ,kd  а с ростом 

деформаций (например, при очень больших деформаци-
ях в ходе ИПД) две оценки для средней длины свобод-
ного пробега будут сближаться, что свидетельствует об 
увеличении влияния границ зерен. Заметим, что анало-
гичное соотношение было предложено в работе [104] 
при описании деформирования материала с изменяю-
щейся траекторией нагружения. 

Для плотности неподвижных дислокаций в соответ-
ствии с (3) эволюционное уравнение выглядит следую-
щим образом: 

     
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6 10

τ τ

,     1, .

k k k k k k k k k
im m c im

k k k k k k
c m im im

v d v d

R v v d k K


      

     


  (5) 

Последнее слагаемое в (5) по аналогии с третьим и 
седьмым слагаемым в (3) описывает переход некоторой 
доли неподвижных дислокаций в ГНД, тем самым учиты-
вая переход стенок ячеек в границы фрагментов [101]. 

Коэффициенты 1 10   могут быть получены либо из 

вычислительных экспериментов дискретной дислокаци-
онной динамики [97], либо в ходе идентификации по экс-
периментальным данным. Отметим, что соотношения (3), 
(5) более детально учитывают происходящие при дефор-
мировании дислокационные процессы на системах сколь-
жения в отличие от модели ETMB, где аналогичные про-
цессы учитываются интегрально [61; 70]. 

 
2.2. Описание эволюции плотностей дислокаций  
на границах фрагментов 

 
Геометрически необходимые дислокации  дисло-

кации, составляющие геометрически необходимые гра-
ницы между фрагментами. Скорость изменения плотно-
сти геометрически необходимых дислокаций вычисля-
ется аналогично плотности подвижных и неподвижных 
СНД на основе соотношений (3), (5) [101]: 

   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7 8

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
9 10

τ τ

,     1, .

k k k k k k k k k
GND m c GND

k k k k k k
c m GND im

v d v d

R v v d k K


     

     


  (6) 

Заметим, что для определения плотности ГНД зача-
стую используют формулу на основе тензора Ная, пред-
ставляющего собой ротор от скорости неупругой де-
формации [68; 78; 105; 106]. Однако при таком способе 
вычисления плотности ГНД явно не учитываются дис-
локационные процессы, которые необходимо прини-
мать во внимание при сложном нагружении. 

 
2.3. Описание эволюции размера  
эффективного фрагмента 

 

Размер эффективного фрагмента в зерне определя-

ется как среднее значение  kd  по всем системам 

скольжения:  
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   

1

1 K
k

f
k

d d
K 



  .  (7)  

Далее по найденным размерам эффективных фраг-
ментов аналогично модифицированной модели ETMB 
[43] вычисляется средний размер фрагментов в поли-
кристалле. Отметим, что при больших деформациях он 
будет сопоставим со средним размером зерна.  

 
2.4. Описание разориентации фрагментов 

 

В ДМ моделирование разориентации фрагментов в 
зерне описывается с использованием доли ГНД, состав-
ляющих границы фрагментов, и для среднего угла разо-
риентации   в рамках зерна записывается соотношение 
на основе известной зависимости [107; 108]: 

    1/ 2

2 GND GND

b       ,  (8)  

где  

1

K
k

GND GND
k 

    – суммарное значение плотности 

ГНД на системах скольжения в рамках эффективного 
фрагмента,   – коэффициент. 

В рамках ДМ соотношение (8) описывает в среднем 
разориентацию фрагментов в зерне. При этом при де-
формировании реального материала при увеличении 
разориентации между фрагментами (блоками ячеек, 
субзернами) происходит увеличение числа новых зерен 
в поликристалле за счет трансформации в них фрагмен-
тов. Однако в предлагаемой статистической КМ–ДМ 
реализуется работа с постоянным количеством зерен в 
ПО, для описания изменения средних размеров которых 
вводится соответствующая внутренняя переменная мо-
дели. Принятие указанной гипотезы связано с необхо-
димостью сохранения относительной простоты и уме-
ренной вычислительной ресурсоемкости модели. 

По вычисленным в соотношениях (7), (8) для от-
дельных эффективных фрагментов характеристикам 
далее определяются величины для всего поликристалла 
в целом. Заметим, что в уравнениях ниже используются 
величины, полученные объемным осреднением по всем 
составляющим ПО зернам. 

 

2.5. Описание изменения удельной площади  
границ фрагментов и границ зерен 

 

Для описания процесса фрагментации вводится 
удельная к объему всего поликристалла площадь границ 
фрагментов fS  [109; 110]. В работе учитывается изме-

нение fS  за счет двух механизмов. Первый механизм 

описывает формирование границ фрагментов, в рамках 
которого происходит увеличение удельной площади 
при перестройке дислокационной структуры в ходе де-
формирования. Второй механизм учитывает уменьше-
ние удельной площади границ фрагментов при транс-
формации их в границы зерен в ходе разворотов. Тогда 
эволюционное соотношение для удельной площади 

границ фрагментов в ПО можно записать следующим 
образом [109; 110]: 

 f f fS S S     ,  

   1 0 Df GNS b     ,  (9)  

 2f fS S     ,  

где 0  – угол разориентации новообразованной грани-

цы фрагмента, 1 , 2  – константы, описывающие долю 

влияния соответствующих механизмов, 

   

1

gN
i i

GND GND
i

w


     – средняя по объему скорость изме-

нения суммарной плотности ГНД,    

1

gN
i i

i

w


     – среднее 

по объему значение скорости изменения угла разориента-

ции фрагментов,        3 3

1

gN
i i j

f f
j

w d d


   – объемная доля 

эффективного фрагмента i в ПО, вычисляемая по средне-
му размеру фрагментов в зерне (7). 

По аналогии с границами фрагментов для границ 
зерен в рамках ПО также можно ввести величину 
удельной площади границ зерен gS  и записать соотно-

шение для её эволюции, которое учитывает изменение 
удельной площади границ зерен за счет разворотов 
фрагментов [109; 110]: 

  g fS S    ,  (10)  

где   – константа. 

 
2.6. Описание эволюции среднего размера  
фрагментов и среднего размера зерна 

 
Средний размер фрагментов в поликристалле вы-

числяется объемным осреднением по размерам эффек-
тивных фрагментов в отдельных зернах: 

     

1

gN
i i

f f
i

d w d


  .  (11)  

В поликристалле fd  вводится по аналогии с модифи-

цированной моделью ETMB [43] для описания процесса 
фрагментации с учетом дислокационных процессов, про-
исходящих на уровне отдельных фрагментов в зерне. При 
этом в ДМ дополнительно вводится средний размер зерна 
в ПО, который определяется с учетом переходов фрагмен-
тов в новые зерна. Совокупность введенных соотношений 
позволяет более адекватно описать процесс фрагментации 
на начальных этапах деформирования. 

Для описания эволюции среднего размера зерна в 
поликристалле используется стереологическое соотно-
шение, основанное на удельной площади границ зерен в 
ПО [109; 110]: 

  2g gd S .  (12)  
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3. Результаты и обсуждение 
 
В разделе приведены результаты моделирования 

равноканального углового прессовании меди при ком-
натной температуре, полученные с помощью разрабо-
танной многоуровневой КМ–ДМ, описанной в разде-
лах 1 и 2. 

В ходе равноканального углового прессования про-
исходит многократное продавливание заготовки через 
матрицу в виде двух пересекающихся каналов с внут-
ренним углом  , внешним углом   и одинаковой 
площадью поперечного сечения, вследствие чего в об-
разце происходит простой сдвиг в области соединения 
каналов матрицы [7]. Для приближенного моделирова-
ния РКУП по маршруту Bc при 90   , 20    в 
статистической КМ использовался кинематический 
способ определения нагружения. Для поликристалла по 
предложенному в [111] алгоритму задавалась история 

изменения градиента скорости перемещений Tˆ ( )tV , 

где ̂  – оператор Гамильтона в актуальной конфигура-

ции, ( )tV  – скорость движения материальной точки на 

макроуровне, которая имитирует характерные для 
маршрута Bc повороты заготовки на 90º по часовой 
стрелке вокруг продольной оси между проходами. Для 
соответствия реальному процессу РКУП в КМ задава-
лась разгрузка между проходами, для моделирования 
которой использовался итерационный подход с задани-
ем градиента скорости пропорциональным тензору 
напряжений с отрицательным коэффициентом (–0.01) 
(ГПаꞏс)-1. Для исследования влияния РКУП на механи-
ческие свойства образца в настоящей работе проводил-
ся расчет для одноосного растяжения заготовки без 
предварительной обработки РКУП и после различного 
числа проходов и разгрузки. Для описания в КМ одноос-
ного растяжения вдоль оси Ox1 лабораторной системы 
координат (ЛСК) задавался постоянный транспонирован-
ный градиент скорости макроуровня в следующем виде 

T
1 1 2 2 3 3

ˆ 2 2    V p p p p p p   , где 33.3 10    с-1 – 

скорость деформации, , 1,3i i p  – базис ЛСК; как пока-

зано в [112], этот способ является приближением для 
описания истинно одноосного нагружения с использо-
ванием статистических КМ.  

Для проведения процедуры идентификации и отобра-
жения результатов моделирования вычислялись интен-

сивность напряжений 3 2 :M  S S , интенсивность 

накопленных деформаций    
0

ε 2 3 :
t

M dev devt t dt  D D , 

средняя для ПО общая плотность дислокаций на систе-

мах скольжения       
1 1

1 gN K
i j i j

tot SSD GND
i jgN  

    , для чего 

использовались девиатор напряжений 

 11 3 I S Κ Κ I  и девиатор симметричной части гра-

диента скорости перемещений 

      11 3dev t t I t D D D I . 

В ходе идентификации с использованием платфор-
мы IOSO [113], возможности которой включают в себя 
многокритериальную и многопараметрическую оптими-
зацию сложных нелинейных систем, подбирались такие 
значения параметров модели, при которых достигается 
оптимальное соответствие экспериментальным данным 
по напряжениям течения при растяжении образца без 

предварительного РКУП  εM M , общей плотности 

дислокаций  tot j  и среднему размеру зерна  gd j  

после различного числа проходов РКУП 1, passj N . 

Верификация результатов моделирования осуществлялась 

по пределам текучести на растяжение  0.2 j  и текстурам 

после различного числа проходов РКУП 1, passj N , 

passN  – общее число рассматриваемых проходов РКУП. 

При этом часть параметров является известными справоч-
ными данными и их значения были взяты из литературных 
источников [68; 78; 86; 114]. В таблице приведены значе-
ния и источник определения параметров моделей. 

 

Параметры КМ и ДМ для меди 

Parameters of CM and DM for copper 

1111п  1122п  1212п  latq  m 0τc  b G  
168,4 ГПа [114] 121.4 ГПа [114] 75,4 ГПа [114] 1,4 [86] 83,3 [86] 0,008 ГПа * 2,56ꞏ10-10 м [68] 44,7 ГПа [68] 

        

0v    BH  H P fk  
H Pgk  

fK   1  

10-7 м/с 0,5 [78] 0,0222 10-6 ГПаꞏм1/2 10-4 ГПаꞏм1/2 14,4 4,9ꞏ103 4,7ꞏ103 
        

2   1  2  3  4  5  6  

45 0,1 0,57 3,0 0,1 0,03 0,018 2,0 
        

7  8  9  10  
0G N D t 

  
, 0m im t

  0t 
  

0g t
d


 

0,06 0,003 1,0 0,005 1012 м-2 1,4ꞏ1013 м-2 0,2º 60 мкм [115] 
Примечание: *Значения параметров, определенные в процедуре идентификации, приведены без ссылок на литературный 

источник. 
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На рис. 1 приведена зависимость интенсивности 
напряжений от интенсивности накопленных деформа-
ций для растяжения вдоль оси Ox1 ЛСК без предвари-
тельного РКУП. 

 

Рис. 1. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности 
накопленной деформации для растяжения вдоль оси Ox1 ЛСК  
                               без предварительного РКУП 

Fig. 1. Dependences of the equivalent stress on equivalent strain  
     for tension along the Ox₁ axis of the LCS without prior ECAP 

 
Согласно результатам на рис. 1, разработанная модель 

корректно описывает монотонное нагружение образца. 
Полученные результаты по пределам текучести на растя-
жение после одного и двух проходов РКУП по маршруту 
Bc (270 и 384 МПа соответственно) удовлетворительно 
согласуются с экспериментальными данными, приведен-
ными в работе [116] (295 и 372 МПа). 

При пластическом деформировании материалов уже 
на начальных этапах в них образуется характерная для 
проводимого процесса нагружения текстура, которая 
оказывает существенное влияние на дальнейший про-
цесс деформирования и свойства материала. Прямые 
полюсные фигуры на рис. 2, полученные в двухуровне-
вой статистической КМ, качественно соответствуют 
экспериментальным текстурам, приведенным в [111]. 

По результатам на рис. 2 видно, что текстуры в зависи-
мости от прохода не меняют своего положения относи-
тельно плоскости сдвига, которая для РКУП по марш-
руту Bc меняется от прохода к проходу. Плоскостью 
сдвига на рис. 2 является плоскость НЭ–ПН, где НЭ – 
направление экструзии, ПН – перпендикулярное НЭ 
направление. 

На рис. 3 приведены зависимости средних по поли-
кристаллу плотностей дислокаций, среднего размера 
фрагментов и среднего размера зерна от интенсивности 
накопленной деформации после четырех проходов 
РКУП по маршруту Bc. 

По результатам на рис. 3, а можно заключить, что 
разработанная ДМ качественно описывает эксперимен-
тальную зависимость плотностей дислокаций от числа 
проходов РКУП [115] и соответствует рассчитанным по 
модели ETMB данным [116]. Результаты моделирова-
ния демонстрируют резкий рост плотности после перво-
го прохода, который вызван сменой траектории нагру-
жения в начале второго этапа деформирования. При 
изменении направления нагружения в КМ активируют-
ся  
неактивные на первом этапе системы скольжения, на 
которых плотность дислокаций не изменилась (или 
изменилась незначительно) за первый проход. Это 
приводит к тому, что при втором проходе, согласно 
уравнениям (3), (5), (6), плотности дислокаций на си-
стемах скольжения активно растут за счет генерации 
дислокаций. Похожая картина наблюдается на третьем 
и четвертом проходах, но в меньшей степени, так как 
распределение плотностей дислокаций на системах 
скольжения становится более однородным. Таким об-
разом, возможным направлением развития предложен-
ной ДМ (и аппарата континуальной дислокационной 
динамики в целом) является модификация соотноше-
ний (3), (5), (6) более детальным учетом дислокацион-
ных реакций, проявляющихся при нагружениях с из-
ломом траектории деформирования. 

 

    

 а      b         c         d 

Рис. 2. Текстуры после различного числа проходов РКУП по маршруту Bc: а – начальная; b – после первого прохода; c – после 
второго прохода, d – после четвертого прохода 

Fig. 2. Textures after different numbers of ECAP passes via route Bc: a – initial state; b – by the end of the first pass; c – by the end of the 
second pass; d – by the end of the fourth pass 
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a 

 

b 

Рис. 3. Зависимости: а – плотности дислокаций, b – среднего 
размера фрагментов и среднего размера зерна от 
интенсивности накопленной деформации после четырех  
                            проходов РКУП по маршруту Bc 

Fig. 3. Dependences of (a) – the dislocation density, (b) – the 
average fragment size and the average grain size on the equivalent  
                     strain after four ECAP passes via route Bc 

 

Данные рис. 3, b, показывают, что полученные в 
ДМ значения среднего размера зерна после четвертого 
прохода РКУП (0,5 мкм) удовлетворительно соответ-
ствует экспериментальным данным [115] (0,3 мкм) и 
[116] (0,7 мкм). Также полученные зависимости средне-
го размера зерна от числа проходов в целом 
соответствуют результатам работ с использованием 
других моделей фрагментации [68; 116]. При больших 
деформациях (после четвертого прохода РКУП) сред-
ний размер зерна и средний размер фрагментов практи-
чески совпадают, что согласуется с известным в литера-
туре фактом [117]. Заметим, что в ранее предложенной 
модификации модели ETMB [43] средний размер ячей-
ки получался меньше среднего размера фрагмента и 
среднего размера зерна в ДМ, что иллюстрирует луч-
шую адекватность разработанной КМ–ДМ. 

На рис. 4 приведена зависимость среднего угла ра-
зориентации фрагментов после четырех проходов 
РКУП от интенсивности накопленной деформации, ко-
торая качественно согласуется с расчетными и экспе-
риментальными данными [116]. 

Разработанная многоуровневая КМ для описания 
напряженно-деформированного состояния и фрагмен-
тации зерен материала относится к классу статистиче-

ских моделей, которые, как отмечено во введении, яв-
ляются более вычислительно эффективными по сравне-
нию с самосогласованными и прямыми моделями. При 
численной реализации модели использовался компо-
нентно-ориентированный подход к программированию 
[118], что в совокупности с использованием оптимизи-
рованной библиотеки векторно-матричной алгебры и 
апробированных численных схем [33] позволило со-
здать эффективные численные реализации разработан-
ной многоуровневой КМ. 

 

Рис. 4. Зависимость среднего угла разориентации фрагментов 
в ПО от интенсивности накопленной деформации после  
                                 четырех проходов РКУП 

Fig. 4. Dependence of the average fragment disorientation angle in 
the representative volume element on the equivalent strain  
                                     after four ECAP passes 

 

Заключение 
 
В работе предложена новая двухуровневая статисти-

ческая конститутивная модель на базе континуальной 
дислокационной динамики для комплексного описания 
фрагментации зерен в ходе технологических процессов 
обработки металлов и сплавов. В отличие от большин-
ства существующих моделей фрагментации, созданная 
модель совокупно учитывает эволюцию плотностей ста-
тистически накопленных и геометрически необходимых 
дислокаций, значений среднего размера фрагментов и 
зерен, угла разориентации фрагментов и, следовательно, 
позволяет детальней описывать изменение внутренней 
структуры материала в ходе реальных технологических 
процессов механической обработки и её влияние на ха-
рактеристики изделия на макроуровне. Разработанная 
модель применена для описания поведения медного об-
разца при равноканальном угловом прессовании по 
маршруту Bc при комнатной температуре. Полученные 
результаты моделирования согласуются с данными 
натурных экспериментов и свидетельствуют о способно-
сти модели адекватно описывать напряженно-деформи-
рованное состояние исходного образца, зависимость пре-
делов текучести от числа проходов, эволюцию плотности 
статистически накопленных и геометрически необходи-
мых дислокаций, значений среднего размера фрагментов 
и зерен, среднего угла разориентации фрагментов.  
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В расчетах выявлено, что плотности дислокаций 
резко повышаются при смене направления деформи-
рования, что вызвано их неравномерным распределе-
нием по системам скольжения. В связи с этим пер-
спективным представляется более детальный учет в 

модели дислокационных реакций, проявляющихся 
при смене нагружения. Кроме того, дальнейшее раз-
витие модели может быть связано с более полным 
учетом влияния изменяющейся температуры и скоро-
сти деформации. 
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