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 Проведено исследование спектральной задачи максимизации первой собственной ча-
стоты неоднородной упругой и вязкоупругой круглой пластинки переменной жесткости при 
различных условиях закрепления края. В качестве управляющих функций выступают ме-
ханические упругие или вязкоупругие свойства материала. Вязкоупругие свойства учиты-
ваются в рамках принципа соответствия. 

Рассмотрены несколько подходов к решению спектральной оптимизационной задачи: 
аналитические, полуаналитические и численные схемы.  

В модельной задаче для круглой пластинки, шарнирно опертой по краю, получено
аналитическое решение – оптимальное распределение вязкоупругих модулей – длитель-
ного и мгновенного модулей, с учетом условия на среднее распределение жесткости пла-
стинки по объему. Построено соотношение Релея, а также обобщенный функционал на
базе метода множителей Лагранжа, учитывающий дополнительное условие. Найдено
условие оптимальности, которое состоит в постоянстве энергетической характеристики.  

В случае круглой пластинки, жестко закрепленной по краю, для нахождения опти-
мального распределения комплексных модулей предложена численная схема оптимально-
го управления характеристиками материала в классе полиномов, с учетом их свойств по-
ложительности и четности. В основе предлагаемой схемы лежит метод Галеркина и метод
наименьших квадратов для определения коэффициентов полиномиального разложения 
управляющих функций. 

Предложена также численная схема решения спектральной задачи поиска коэффици-
ентов полиномиального разложения управляющих функций, которая запускает эвристиче-
ский поиск соответствующих параметров.  

Проведены расчеты по каждой из предлагаемых схем решения задач оптимизации. 
Выявлены недостатки и преимущества каждого подхода. Проведен сравнительный анализ
результатов на примере модельных задач. 
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 A research study was carried out on the spectral problem of maximizing the first natural fre-
quency of a heterogeneous elastic and viscoelastic circular plate with variable stiffness under
various edge fixation conditions. The mechanical elastic or viscoelastic properties of the material
are used as control functions. Viscoelastic properties are taken into account within the framework 
of the complex modulus principle. 

Several approaches to solving the spectral optimization problem are considered: analytical,
semi-analytical and numerical schemes.  

In the model problem for a circular plate hinged at the edge, an analytical solution is obtained –
the optimal distribution of viscoelastic modules–long-term and instantaneous modules, taking into 
account the condition for the average distribution of the plate stiffness over the volume. The Ray-
leigh ratio was constructed, as well as a generalized functional based on the Lagrange multiplier
method, taking into account the additional condition. The optimality condition was found, which
consists in the constancy of the energy characteristic.  

In the case of a circular plate stiffly fixed at the edge, a numerical scheme for optimal control
of material characteristics in the class of polynomials is proposed to find the optimal distribution
of complex modules, taking into account their positivity and evenness properties. The proposed 
scheme is based on the Galerkin method and the least squares method for determining the coef-
ficients of the polynomial expansion of control functions. 

A numerical scheme for solving the spectral problem of finding the coefficients of the poly-
nomial expansion of control functions is also proposed, which launches a heuristic search for the
corresponding parameters.  

Calculations were performed for each of the proposed schemes for solving optimization 
problems. The limits of applicability, disadvantages and advantages of each approach were iden-
tified. A comparative analysis of the results was performed using model problems as examples. 
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Введение 

 
Актуальность задач оптимального проектирования 

свойств элементов конструкций обусловлена несколь-
кими ключевыми факторами, которые имеют большое 
значение как в научно-технической, так и в практиче-
ской сферах. Оптимальное проектирование позволяет 
повышать эффективность использования материалов, 
например, минимизируя расход материалов, при сохра-
нении или улучшении эксплуатационных характеристик 
конструкций. Правильный подбор и оптимизация 
свойств элементов конструкции (например, прочности, 
жесткости, устойчивости) обеспечивают надежность и 
продолжительный срок эксплуатации изделий, что осо-
бенно важно для конструкций ответственного назначе-
ния в авиации, машиностроении, строительстве, прибо-
ростроении. 

Оптимальное проектирование помогает максималь-
но эффективно использовать потенциал неоднородных 
материалов (в том числе функционально-градиентных 
(ФГ)), позволяя удовлетворить множеству требований, 
предъявляемым к механическим, электромеханическим, 
тепловым, вибрационным и другим характеристикам 
современных конструкций, в состав которых они будут 
входить. Оптимизация позволяет сбалансировать эти 
требования для достижения наилучших результатов. 

Использование новых материалов и технологий 
(композиты, ФГ – материалы) позволяет реализовать 
новые подходы к проектированию с учетом их уни-
кальных свойств. При этом характер неоднородности 
должен иметь достаточно простой закон изменения по 
координатам, обеспечивающий эффективное управле-
ние технологическими процессами при изготовлении 
соответствующих элементов конструкций. Это приво-
дит к новым формулировкам задач оптимального про-
ектирования свойств материалов на конечномерных 
множествах простой структуры, например, среди поли-
номиальных, экспоненциальных, кусочно-постоянных и 
кусочно-линейных функций. 

Современные методы численного моделирования и 
оптимизации (например, методы конечных элементов, 
эволюционные алгоритмы) делают возможным решение 
новых задач оптимального проектирования с высокой 
точностью и скоростью. 

Одним из достаточно хорошо развитых направле-
ний оптимального проектирования является подбор 
геометрических характеристик конструкций и их эле-
ментов, удовлетворяющих рассматриваемому критерию 
качества, при этом внешние воздействия, условия за-
крепления границ и внутренняя структура элементов 
конструкций известны. Такие задачи исследованы в 
базовых работах Н.В. Баничука [1], Н. Ольхоффа [2], 
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И.Ф. Ниордсона [3], а также в работах [4–7], в которых 
подробно описаны методы исследования оптимизаци-
онных задач на базе вариационных подходов, рассмот-
рены различные постановки и модельные задачи опти-
мального проектирования простейших элементов кон-
струкций – балок, стержней, пластин и оболочек.  

В настоящей работе проводится исследование спек-
тральной задачи о максимизации первой собственной 
частоты для круглой неоднородной по радиальной ко-
ординате пластинки. Максимизация первой собствен-
ной частоты представляет собой важную практическую 
задачу, особенно актуальную в машиностроении, при-
боростроении, аэрокосмической промышленности, по-
скольку она влияет на виброустойчивость конструкций 
и расширяет рабочий частотный диапазон.  

Увеличение первой собственной частоты возможно 
за счет изменения геометрии (распределения толщины 
пластинки и плотности материала (топологическая оп-
тимизация)), за счет изменения способа закрепления и 
за счет изменения свойства (жесткости/модуля Юнга) 
пластинки. Эти управляющие параметры определяют 
основной спектр возможных постановок спектральной 
задачи оптимизации. 

В отдельный класс оптимизационных задач можно 
выделить задачи топологической оптимизации пластин и 
оболочек [8–9]. Данный подход позволяет улучшить их 
механические свойства (жесткость, устойчивость, вибро-
динамику), оптимальным образом распределяя массу, 
уменьшая при этом вес конструкции. Стоит отметить, что 
ввиду сложной геометрии объекта, получаемой при топо-
логической оптимизации, для расчета используются чис-
ленные конечно-элементные пакеты и эвристические ал-
горитмы для определения оптимальных параметров. За 
последние 10 лет достигнут значительный прогресс в ре-
шении оптимизационных задач для пластин (прямоуголь-
ных, круглых) в рамках топологической оптимизации и 
использования новых материалов. Благодаря активному 
интересу к этому направлению исследования разработаны 
эффективные методы оптимизации – SIMP (Solid Isotropic 
Material with Penalization), ESO/BESO, ESO (Bi-directional 
Evolutionary Structural Optimization), Level-Set-метод [10].  

В работе [10] предлагается метод оптимизации мик-
роструктурной геометрии слоистой пористой оболочки 
на основе метода гомогенизации для максимизации 
собственной частоты, согласно представленным резуль-
татам первая частота повышается за счет оптимального 
проектирования пор оболочки. В [11] проведено опти-
мальное проектирование механических характеристик в 
спектральных задачах, в которых осуществляется гомо-
генизация внутренней структуры и подбор параметров 
соответствующей эквивалентной модели с привлечени-
ем генетических алгоритмов.  

В [12] представлен и реализован алгоритм, реали-
зующий топологическую оптимизацию распределения 
массы двумерного тела под нагрузкой с целью миними-
зации веса тела при ограничении на максимальные 
напряжения. За основу взята идея переменной плотно-

сти, а также алгоритм BESO, добавляющий и удаляющий 
элементы в зависимости от поля напряжений в узлах. 

Результаты задач топологической оптимизации 
имеют широкий спектр приложения от аэрокосмиче-
ской промышленности [13] до биомедицинских про-
грессивных разработок [14], однако необходимо отме-
тить, что элементы конструкций, изготовленные с уче-
том рекомендаций топологической оптимизации, не 
могут носить массовый характер ввиду сложности их 
изготовления. 

Методы исследования спектральной задачи оптими-
зации можно разделить на несколько основных видов, 
которые разделяются по характеру и способу получае-
мых решений. 

Классическое определение оптимального распределе-
ния геометрических или механических характеристик, 
которое опирается на вариационные принципы и построе-
ние соотношений Релея для первой собственной частоты 
[1; 2; 4; 14–17], позволяет в ряде задач получить аналити-
ческое решение. Так, в работе [14] проведено исследова-
ние оптимизационной задачи максимизации первой соб-
ственной частоты для неоднородной круглой пластинки 
переменной жесткости при наличии предварительных 
напряжений в ней. Получено аналитическое решение и 
проведен анализ влияния характера предварительных 
напряжений на спектральный параметр.  

Аналитическое решение можно получить также при 
предположении малости неоднородности в рамках ме-
тода возмущений, который рассмотрен в работах [1; 4]. 

Эффективные полуаналитические схемы, которые 
опираются по проекционные методы – метод Галерки-
на, а также метод Релея – Ритца. Так, в статье [18] при-
менен метод Ритца для расчета частоты вибрации для 
композитных перфорированных пластин. Решена задача 
максимизации основной частоты за счет оптимальной 
последовательности укладки слоев композита.  

В случае использования при решении оптимизаци-
онных задач эвристических алгоритмов одним из ос-
новных моментов, который обеспечивает устойчивое 
нахождение оптимального решения, является решение 
прямой спектральной задачи о строении спектра сво-
бодных колебаний. Имеется большое количество работ, 
посвященных решению этой задачи в случае упругой 
неоднородной круглой пластины переменной толщины 
[19–21], в меньшем количестве представлены работы 
в случае пластин с переменным модулем Юнга [22] 
и с учетом затухания [23]. Как правило, основные мето-
ды исследования опираются на метод Релея – Ритца, 
дифференциально-квадратурный метод, метод при-
стрелки, асимптотический подход [24], позволяющий 
определить влияние геометрии, включающий также 
случаи пластин с отверстиями на собственные значения 
частот круглой пластинки [25].  

Однако стоит отметить, что большинство оптими-
зационных задач решены в рамках упругой модели, од-
нако учет затухания в таких задачах практически не 
исследован, хотя работы по определению собственных 
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частот вязкоупругих тел имеются [26]. Предложенный в 
работе [16] подход для исследования оптимизационной 
задачи для неоднородной вязкоупругой балки с пере-
менным модулем Юнга с учетом затухания развит в 
настоящей работе для случая вязкоупругой круглой 
пластинки.  

В настоящей работе проведено исследование спек-
тральной оптимизационной задачи о максимизации 
первой собственной частоты круглой неоднородной по 
радиальной координате пластины с учетом и без учета 
затухания при различных граничных условиях, предпо-
лагающих жесткое закрепление или шарнирное опира-
ние края пластинки.  

 
1. Постановка оптимизационной задачи  
для круглой пластинки 

 
Рассмотрим спектральную задачу об установив-

шихся осесимметричных изгибных колебаниях изо-
тропной упругой (задача 1) и вязкоупругой (задача 2) 
круглой пластинки переменной жесткости, которая ме-
няется по радиальной координате.  

Согласно гипотезам Кирхгофа – Лява [27], компо-
ненты вектора перемещений в цилиндрической системе 
координат , ,r z  выражаются через функцию попереч-

ного прогиба  w w r  

 , 0, .r zu zw u u w      (1.1) 

Тогда выражения для изгибающих моментов и пе-
ререзывающей силы будут иметь вид 

 , ,rr

w w
M D w M D w
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 
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   

  (1.2) 
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Уравнения свободных колебаний пластинки имеет 
вид [2; 27] 
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где , , ,   H    – круговая частота установившихся колеба-

ний, плотность, толщина пластины и коэффициент Пуассо-
на соответственно. Рассматривается постановка, в которой 
коэффициент Пуассона и плотность считаются постоянны-

ми,  D r  – цилиндрическая жесткость, которая в упругом 

случае представима в виде (   – E r модуль Юнга):  

   
 

3

2
.

12 1

E r H
D r 


 

В случае вязкоупругой пластинки (задача 2) для 
учета затухания может быть использован принцип со-

ответствия [28], согласно которому модуль Юнга заме-
няется на комплекснозначную функцию, зависящую от 
радиальной координаты и частоты колебаний 

        * , , 0, ,
1

h r i ng r
E r i r R

i n

 
  

 
 (1.5) 

где        , , g r h r g r h r  – функции, характеризую-

щие мгновенный и длительный модули упругости, n  – 
время релаксации.  

Проведем процедуру обезразмеривания задачи, вве-
дя безразмерные переменные, величины и функции: 

 2

2

12 1
, , , , r rR w wR H HR A

H

 
       

2 2
2

*
*

,  для .
R

k E EE
E


  задачи 1  

2 2
2 *

* * 2
*

, , ,  для  ,
gR

k g gg h hg n
g R


      


задачи 2  

где * *, g E  – характерные значения соответствующих 

модулей, например, их значения при .r R  Тогда урав-
нение свободных колебаний пластинки перепишется 
в виде 

   2 .rrQ Ak wr       (1.6) 

Учитывая (1.5), представим комплексную жесткость 
вязкоупругой пластинки в виде 

     * , .
1

h r i kg r
D r ik

i k

 


 

   
  

В дальнейших выкладках знак тильды будем опускать.  
В рамках настоящего исследования рассмотрены сле-

дующие модельные задачи о собственных колебаниях 
круглой упругой пластины, шарнирно опертой (задача 1а) 
и жестко закрепленной (задача 1б) по краю, а также зада-
ча о собственных колебаниях вязкоупругой круглой пла-
стины, шарнирно опертой по краю (задача 2а). 

Граничные условия для соответствующих задач 
имеют вид: 

для шарнирного опирания (задачи 1а, 2а):  

    0 0, 0 0, rw Q   (1.7) 

   1 0, 1 0;rw M   

для жесткой заделки (задача 1б):  

    1 1 0, w w   (1.8) 

   0 0, 0 0.rw Q   

Спектральная задача оптимального проектирования 
сформулирована следующим образом – определить оп-
тимальное распределение переменных упругих или вяз-
коупругих характеристик пластины в зависимости от 
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радиальной координаты, при котором первая собствен-
ная частота будет максимальной. Не нарушая общности 
рассуждений, можно перейти к оптимизационной зада-
че относительно функции жесткости, выбрав ее в каче-
стве управляющей функции.  

В качестве ограничения на управляющую функцию 
примем условие на среднее значение жесткости вида: 

  1
00 .rD r dr d  (1.9) 

В случае вязкоупругой пластинки жесткость пла-
стинки есть комплекснозначная функция  * ,D r ik , на 

которую наложены условия вида 

 
   

 

1 1
0 00 0

1 * * * 0 0
0 00

,  ,

, ,  .
1

rh r dr h rg r dr g

h ik g
rD r ik dr d d

ik

   
 

  
 

 (1.10) 

 
2. Соотношение Релея для первой собственной 
частоты и условие оптимальности 

 
Соотношение Релея для первой собственной часто-

ты в случае упругой пластинки имеет вид [2] 

 
 1

2 0
1 2
0

 .rrQ wdr
k

A w rdr




 (2.1) 

Интегрируя по частям интеграл в числителе (2.1), 
получим следующее выражение для спектральной ха-
рактеристики в случае задачи 1: 

 
 
 

1
02 , ,

,
,

DrT r w w dr
k

AK w w
  (2.2) 

      1

02
, , , , .

w u
T r w u w u w u u w K w u wurdr

r r

 
 

          

Для вывода соотношения Релея в случае вязкоупру-
гой пластинки (задачи 2) умножим дифференциальное 
уравнение (1.6) на комплексно сопряженную функцию 

 ,w r ik  и проинтегрируем полученное выражение 

в пределах от  0,1r  

   1 * 2
0 0.rrQ w w k Awwr dr     
 

 (2.3) 

Интегрируя по частям, с учетом граничных усло-
вий, получим соотношение  

   1 * 2
0 ,  0.D T r ww k Aww rdr   (2.4) 

Аналогичное соотношение можно получить также 

для уравнения (1.6), записанного относительно  ,w r ik  

и умноженного на  ,w r ik . После несложных преобра-

зований получим 

   1 * 2
0 , , 0.D T r w w k Aww rdr    (2.5) 

Складывая (2.4) и (2.5), можем записать соотноше-
ние Релея для вязкоупругой пластинки (задачи 2) 

 
 
 

1 *
02 ( ) , , 

.
,

Re D T r w w rdr
k

AK w w
  (2.6) 

Таким образом, можно заметить, что соотношение 
Релея получено относительно вещественной части 
функции жесткости, которую можно выразить через 
функции мгновенного и длительного модулей: 

            * , , 
1 1

h r i kg r h r g r
D r ik g r

i k i k

  
  

   
 (2.7) 

     *
0 1, , , ,D r ik D r k iD r k   

       

      

0 2 2

1 2 2

, ,
1

, .
1

h r g r
D r k g r

k
k

D r k h r g r
k


 

 


  
 

 

Для получения условия оптимальности пластины 
рассмотрим главный функционал, который строится 
согласно методу множителей Лагранжа и учитывает 
дополнительное ограничение 

     
 

1 1
0

1
00

, , , ,  

.max
D

J D w AK w w rDT r ww dV

rDdr d

  

  
  

Стоит отметить, что в вязкоупругом случае получа-
ем аналогичный функционал, который в предельном 
переходе при 0   сводится к упругому случаю. 

Оптимальное решение исходной задачи соответ-
ствует оптимальному решению функционала (2.7) и 
определяется из условий  

      
0

, , , , 0.
t

d
J D w J D t D w t w t

dt 

           (2.8) 

Определив вариацию функционала (2.7) и, ввиду 
независимости вариаций D , , w  , приравнивая 

множители перед ними к нулю, получим условие опти-
мальности в виде:  

   2 20 : ,  , ,  const,D T r w w a a      (2.9) 

  20 :  0.rw rQ k Arw      

Аналогично формулируется условие оптимальности 

для вязкоупругого случая в виде:   2 .,  ,T r w w a  

 
3. Решение оптимизационной задачи 

 
Решение оптимизационной задачи о построении оп-

тимального распределения свойств упругих или вязко-
упругих модулей и нахождении соответствующей им 
максимальной первой собственной частоты может быть 
осуществлено с позиции нескольких подходов.  
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В ряде случаев, когда условие оптимальности пред-
ставляет собой дифференциальное уравнение, аналити-
ческое решение которого может быть получено, напри-
мер, в случае шарнирного опирания пластинки, оптими-
зационную задачу удается решить в аналитическом виде.  

Следующим подходом, который может быть при-
менен в случаях, когда аналитическое решение постро-
ить невозможно, является построение численной схемы 
поиска оптимального распределения свойств, основан-
ной на поиске оптимального решения в конечномерном 
пространстве. При этом характеристики неоднородно-
сти должны иметь достаточно простые законы измене-
ния по координатам, например полиномиальное, обес-
печивающие эффективную реализацию технологиче-
ским процессом при изготовлении. Такой подход, на 
первый взгляд, кажется упрощением исходной поста-
новки оптимизационной задачи, однако имеет в своей 
основе практическое обоснование.  

В результате такого подхода, оптимизационная за-
дача сводится к отысканию неизвестных коэффициен-
тов разложения управляющей функции. Эти коэффици-
енты могут быть найдены либо с помощью генетиче-
ского алгоритма, либо с помощью метода Галеркина. 

Описанные схемы поиска оптимальных решений 
апробированы на модельных задачах для пластинки и 
балки, ниже приведены примеры решения модельных 
задач для упругих и вязкоупругих круглых пластин. 

 
3.1. Аналитическое решение модельных задач  

 
В случае шарнирно опертой пластины возможно 

получить оптимальное распределение упругих и вязко-
упругих модулей в аналитическом виде.  

Условие оптимальности представляет собой диффе-
ренциальное уравнение второго порядка относительно 
функции прогиба, представляющей собой первую соб-
ственную форму свободных колебаний ( a  – const).  

Рассмотрим задачу 1а. Условие оптимальности 
имеет вид  

 
2

2 2
2

,
2 w

w w w a
r r

 
     (3.1) 

   1 0, 0 0.w w   

Аналитическое решение краевой задачи (3.1) име-
ет вид  

  22
1 .

4 1
opt

a
w r

v
 


 (3.2) 

Для определения оптимального распределения 
жесткости подставим полученное представление (3.2) 
в дифференциальное уравнение движения и после не-
сложных математических преобразований получим 
дифференциальное уравнение первого порядка относи-
тельно функции жесткости. Стоит отметить, что для 

выполнения граничных условий (1.7) необходимо на-

кладывать ограничения на функцию  D r : 

    
2

2 1
,

2 1

r
rD k Ar

v


 


   (3.3) 

   1 0, 0 0.D D   

Решение краевой задачи (3.3) имеет вид: 

   
    

 

2 2 2
2

3 1 32 1 8
,   

3 1

r r Н
D r k C

C A

   
  


 (3.4) 

Удовлетворяя (3.4) дополнительному условию (1.9), 
получим значение оптимального спектрального пара-
метра  

    102 2 20
0 0

0

48 1 2
, 3 1 ,

3opt

dd C
k f r r rdr

f A

 
      (3.5) 

    2 20

0

3 1 .opt

d
D r r r

f
    

Так, для 00,1, 1 h d    получаем оптимальное зна-

чение спектральной характеристики 0,2108 optk   при 

0,1    и 0,2390 optk   при 0,3.   

Рассмотрим задачу 2а. Условие оптимальности 
имеет вид  

   2
2

,
w w

w w w w w w a
r r

  


       (3.6) 

   1 0, 0 0.w w   

Несложно получить аналитическое решение крае-

вой задачи (3.6) ( 2
1 1C a  ) 

   2
1

2
1 1 .

4 1
optw r C i

v
  


 (3.7) 

Оптимальное распределение вещественной части 
функции жесткости имеет вид: 

  
  2 2

2
0

3 1
.

r r
D r k

C

 
  (3.8) 

Удовлетворим (3.8) дополнительному условию 
(1.10) и с учетом (2.6) получим уравнение для опреде-
ления оптимальной спектральной характеристики  

      2 2 2 2 2
0 0

0

32 1
1 , , 

C
k k g k h C

f A

 
       (3.9) 

в результате решения которого получим четыре корня, 
три из которых отбрасываются (два мнимых корня, 
один не удовлетворяет условию положительности), чет-
вертый корень определяет оптимальный спектральный 
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параметр optk . Отметим также выполнение предельного 

перехода в (3.9) к (3.5) при 0.   
После определения спектрального параметра и оп-

тимального распределения 0  D можно найти законы 

распределения модулей:  

     2 20

0

 3 1 ,opt

g
g r r r

f
    (3.10) 

    2 23 1 , opth r d r r    

2 2 2 20

0

, . 1opt opt

g
d k m m k

f

 
      

 
 

Согласно предложенной схеме был проведен расчет 
оптимальной спектральной характеристики. Так, для 

0 00,1, 0,1, 2,5,  1 h g h         при 0,001   получаем 

значение спектральной характеристики 0,2108;optk  ; 

при 0,5    получаем 0, 2126.optk   

Можно провести асимптотический анализ зависи-
мости спектральной характеристики k  от времени ре-
лаксации  . Для этого представим в виде разложения 
по степеням   характеристику 

 2 4 4
0 2 4 .k k k k O        

Подставив в уравнение (3.9) и выписав множители 
при одинаковых степенях  , получим асимптотические 
выражения  
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 

2
0 0 00

0 2 2
0 0 0

3 2 2
0 0 0 0 0

4 3
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, ,
2

3 1 0  7
.

8

C h g hCh
k k

f k f

C h g g h h
k

k f


 

 


 (3.11) 

Стоит отметить, что при 0   получаем формулу 
для спектрального параметра упругой пластинки 
( 0 0h d ). Формулы (3.11) позволяют рассчитать асимп-

тотическое значение спектрального параметра при ма-
лых значениях времени релаксации. Численные резуль-
таты, демонстрирующие диапазоны работоспособности 
для модельного примера, приведены на рис. 3.  

 
4. Решение модельных задач методом  
Галеркина в классе полиномов.  
Численные результаты 

 
А. Модельная задача 1б  

 
В случае жестко закрепленной по краю упругой 

пластины получить аналитическое решение дифферен-
циального уравнения, соответствующего условию оп-
тимальности (2.8), не представляется возможным. 
В этом случае для определения оптимального распреде-

ления модулей можно воспользоваться одним из чис-
ленных методов, например, методом Галеркина.  

Рассмотрим условие оптимальности упругой пла-
стины  

 
2

2 2 .2
w w w

w a
r r

        
 

  (4.1) 

Выберем в качестве координатных функций следу-
ющие, удовлетворяющие граничным условиям (1.8):  

      2 2 12 .1 k
k r r r      (4.2) 

Будем разыскивать решение (4.1) в виде линейной 
комбинации 

  
1

.
n

k k
k

w B r


    (4.3) 

Согласно методу Галеркина, построим интеграль-
ную невязку дифференциального уравнения (4.1) для 
представления решения вида (4.3), предварительно 
умножив (4.1) на каждую из координатных функций и 
проинтегрировав в пределах от 0 до 1 

 

 

1

2
1 2 2
0

, 

2  , 1... .

k n

k

F B B

w w w
w a r dr k n

r r

 

              

    

Коэффициенты kB  находим из условия ортогональ-

ности координатных функций (4.2) и невязки, в резуль-
тате чего получим систему нелинейных уравнений от-
носительно неизвестных коэффициентов kB   

 1, 0, 1... .k nF B B k n    

Решив систему, получаем значения коэффициентов 

(4.3)  opt
kB с точностью до множителя a . Таким образом, 

строится первая собственная форма колебаний пластинки. 

 *
1

.
n

opt
k k

k
w a B r


   

Далее для определения оптимальной жесткости, 
учитывая соответствующие свойства характеристики – 
положительность, четность, будем разыскивать функ-

цию  D r  в конечномерном пространстве, например, 

в классе полиномов четвертой степени. Как показали 
расчеты, четвертой степени полинома оказывается до-
статочно, поскольку дальнейшие уточнения не вносят 
особых изменений в поведение функции.  

   2 4
1 2 3 .D r A A r A r     (4.4) 

Подставим представление (4.4), а также найденную 
собственную форму колебаний вида (4.3) во второе 
дифференциальное уравнение (2.8). Для определения 
коэффициентов может быть использован метод 
наименьших квадратов, который сводится к определе-
нию jA  из условия минимума функционала  
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а) 4 219,25  20,38   5,77, 0, 4776 opt optD r r k      b) 20,91   2, 46, optD r   0.433optk   

Рис. 1. Оптимальное распределение жесткости для задачи 1 в классе полиномов четвертой (а) и второй (b) степеней 

Fig. 1. Optimal stiffness distribution for Problem 1 in the class of polynomials of the fourth (a) and second (b) degrees 

 

   

2

3
1 2 1 2 1 2
0

1
' ,opt optj j

j opt opt opt
j

w w
A r r w r w Ak rw dr

r r
 



                                 

 

1 2 3, ,
,min

A A A
  

 0, 1, 2, 3.
j

j
A


   


  (4.5) 

В результате решения системы (4.5) получаем зна-
чения коэффициентов  jA  c точностью до множителя, 

который определяется из условия (1.9). 
После определения optD  оптимальная собственная 

частота может быть найдена из соотношения Релея. 
По предложенной схеме проведены расчеты для 

определения оптимального распределения первой соб-
ственной частоты и оптимальной функции жесткости. 

Например, для значений параметров 0,3,   

00,1,  1 H d   с тремя координатными функциями по-

лучили оптимальное распределение жесткости и опти-
мальный спектральный параметр (рис. 1, а). В случае, 
когда оптимальное распределение разыскивается в 
классе квадратичных полиномов, результат решения 
оптимизационной задачи представлен на рис. 1, b). 

Апробация результатов была проведена путем ре-
шения прямой задачи об определении первой собствен-
ной частоты при заданной функции жесткости, резуль-
таты совпали с точностью порядка 2 %, что связано с 
вычислительной погрешностью решения дифференци-
ального уравнения четвертого порядка методом Ритца, в 
качестве координатных функций была выбрана система 
функций (4.2), а также путем сравнения с результатами 
работы [23] (с учетом проведенной процедуры обезраз-
меривания). 

Для сравнения были произведены расчеты первой 
собственной частоты для других законов изменения 
жесткости. Результаты приведены в таблице, где   – 

нормирующий коэффициент, который выбирался, исхо-

дя из условия  1
0 1.rD r dr   

Сравнение частотной характеристики  
для различных законов изменения жесткости 

Comparison of frequency response  
for different stiffness variation laws  

 D r  
optk  

πr
1 sin

2R
  0,2799 

πr
1 sin (1 )

2R
re

   
 

 0,3259 

21,1 r  0,3801 

1 + r 0,4315 
21 r  0,4330 

1 re  0,4339 

1 0,4421 
4 218 15 5r r   0,4639 

op tD  0,4775 
 

Б. Модельная задача 1a, 1б  
 

Согласно описанной выше схеме был проведен 
также вычислительный эксперимент для определения 
оптимального распределения жесткости пластины в 
случае шарнирного опирания.  

В качестве координатных функций, удовлетворяю-

щих граничным условиям    ' 0 1 0,k k     выбраны 

функции:      2 121 , k
k r r r     первая собственная 
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форма разыскивается в виде линейной комбинации со-
ответствующих координатных функций.  

Для задачи 1а получены численные результаты для 
упругой пластинки при следующих значениях парамет-
ров: 0,1, 0,1,  3H n      , первая собственная форма 

     2 10 2 2 110,3371 1 1,07361 0 1 10 ,optw a r a r r O       

оптимальное распределение жесткости и оптимальная 
собственная частота (рис. 2)  

4 21, 49999 1, 49999   4,5, 0, 210819.opt optD r r k     

Полученные численные результаты с точностью до 
610  совпадают с аналитически полученными результа-

тами, что свидетельствует об эффективности предлага-
емой схемы. 

По данной схеме также численно решена задача 2а, 
на рис. 2 приведены графики, определяющие зависимо-
сти оптимальной жесткости (вещественной части) от 
времени релаксации. 

 
Рис. 2 Оптимальное распределение жесткости (вещественная 
часть) задача 2а для разных значений τ, 1 – при 

0, 001, 0, 210819optk    , 2 – при 0,1, 0, 21089,optk      

    3 – при 1, 0.21787optk   , 4 – при 5, 0.30118optk     

Fig. 2 Optimal distribution of stiffness (real part – left, imaginary 
part – right) for Problem 2 for different values τ,  
1 – 0.001, 0.210819optk   , 2 – 0.1, 0.21089,optk     

          3 – 1, 0.21787optk   , 4 – 5, 0.30118optk    

 

Рис. 3 Зависимость спектрального параметра от времени 
релаксации, рассчитанные по асимптотической формуле  

и методом Галеркина 

Fig. 3. Relation of the spectral parameter, calculated using  
the asymptotic formula and the Galerkin method 

Оценена точность решения в зависимости от коли-
чества координатных функций. На рис. 4 приведены 
соответствующие графики вещественных частей функ-
ций, характеризующих отклонение оптимальной функ-
ции жесткости, полученных методом Галеркина от ре-
шения, полученного аналитически при 0,001.   

 

Рис. 4. Отклонение * optRe D D    в зависимости  

от количества координатных функций n 

Fig. 4. Deviation *  optRe D D    depending on the  

number of coordinate functions 

 
Полученные результаты совпадают с аналитиче-

скими результатами, что свидетельствует о работоспо-
собности предлагаемой численной схемы. 

 
5. Решение модельной задачи 1б 

 
Оптимизационную задачу об отыскании макси-

мальной собственной частоты в конечномерном про-
странстве функций можно решить, используя эвристи-
ческие оптимизационные алгоритмы. Подобный подход 
использован при решении спектральной модельной за-
дачи для упругой неоднородной жестко закрепленной 
по краю круглой пластинки, которая рассмотрена также 
в п. 4 А). В качестве оптимизируемых параметров в 
фитнес функции выступают коэффициенты разложения 
функции жесткости в классе полиномов четвертой сте-
пени. На функцию жесткости кроме ограничения вида 
(1.9) наложены дополнительные ограничения 

   min max0, , 0 .r R D D D       (5.1) 

Ограничение вида (5.1) определяет диапазон изме-
нения коэффициентов и дополнительные условия при 
генерации новой особи в эвристическом алгоритме. 
В случае полинома это условие может быть заменено 
эквивалентным условием о принадлежности диапазону 

 min max, D D  наибольшего и наименьшего значений по-

линома, которые достигаются либо в точках 0, R , либо 

в точка экстремума. 
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Основные пункты предлагаемой схемы сводятся 
к следующим пунктам – пунктам построения фитнес 
функции:  

1) функция жесткости D задается в виде (4.4) с уче-
том условия (1.9);  

2) строится разложение w в виде (4.3);  

3) строится функция невязки  1,.., nF B B , находят-

ся частные производные 0
j

F

B





 и составляется матри-

ца T соответствующей однородной линейной системы, 
элементы которой зависят от спектрального параметра. 
Из условия равенства нулю определителя матрицы T 
находятся собственные значения, при этом наименьший 
корень соответствует спектральной характеристике, 
отвечающей за первую собственную частоту. 

 
Рис. 5. Оптимальное распределение жесткости задачи 1б:  

1 – метод Галеркина, opt 0,4572,k   2 – генетический  

алгоритм, opt 0,4575k   

Fig. 5. Optimal distribution of stiffness for Problem 1b:  
1 – Galerkin’s method, 

opt 0.4572 ,k   2 – genetic  

algorithm, 
opt 0.4575k   

Согласно предлагаемой схеме проведены расчеты 
максимальной собственной частоты и соответствующе-
го распределения жесткости (в классе полиномов чет-
вертой степени) для круглой пластинки, закрепленной 
по краю.  

Входные параметры соответствуют входным дан-
ным задачи из п. 4 А), максимальное количество итера-
ций – 100, количество элементов в каждой итерации – 

50, min 0,3,D   maxD  = 6,  1 10, 20 , A    2 21, 21 ,A    

 3 1, 20A  . В результате получены значения 

0,4575,optk   4 219,76 19, 25 5,03optD r r    (рис. 5). 

Предлагаемый подход представляет собой универ-
сальную схему решения спектральных оптимизацион-
ных задача и может быть использован для решения дру-
гих задач. 

 
Заключение 

 
Проведено исследование оптимизационной задачи 

о максимизации первой собственной частоты для круг-
лой неоднородной пластины с переменной жесткостью 
(модулем Юнга). Предложено несколько схем исследо-
вания, которые позволяют получить оптимальное рас-
пределение жесткости в классе полиномов. Предложен-
ные схемы апробированы на модельных задачах для 
жесткой закрепленной и шарнирно опертой по краю 
пластинки с учетом и без учета затухания. В случае вяз-
коупругой пластины с возрастанием времени релакса-
ции наблюдается увеличение оптимальной собственной 
частоты. Вид закрепления края пластики также влияет 
на значение спектрального параметра: так, при жесткой 
заделке наблюдается увеличение первой собственной 
частоты по сравнению со случаем шарнирного опира-
ния. Сравнительный анализ результатов решений задач, 
полученных разными способами, свидетельствует 
о работоспособности предлагаемых подходов. 
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