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 На основе предложенного Ю.В. Соколкиным подхода к математическому моделирова-
нию процессов усталостного разрушения структурно неоднородных сред, в рамках кон-
цепции поврежденности Ю.Н. Работнова и Л.М. Качанова в данном исследовании разра-
ботана двухуровневая структурно-феноменологическая модель усталостного накопления
повреждений и разрушения неоднородного тела. Подробно рассмотрен переход от наибо-
лее простых критериев и моделей усталости и моделей накопления повреждений к пред-
ложенной модели, учитывающей изменение деформационных и прочностных характери-
стик структурных элементов по мере роста числа циклов воздействия. Приведена поста-
новка краевой задачи деформирования и разрушения структурно неоднородного тела с
учетом усталостного накопления повреждений. Разработан алгоритм решения поставлен-
ной краевой задачи. Отмечена перспективность применения разработанной модели для 
прогнозирования долговечности конструкций, их механического поведения на макроуровне
после предварительных циклических воздействий, а также рассмотрения кинетики процес-
сов накопления повреждений и разрушения. 
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 Based on the approach to mathematical modeling of the fatigue failure processes of struc-
turally inhomogeneous media proposed by Yu. V. Sokolkin, within the framework of the damage 
concept of Yu. N. Rabotnov and L. M. Kachanov, a two-level structural-phenomenological model 
of fatigue damage accumulation and failure of an inhomogeneous body is developed in this pa-
per. The transition from the simplest fatigue criteria, fatigue models, and models of damage ac-
cumulation to the proposed model that takes into account the change in deformation and
strength characteristics of structural elements as the number of loading cycles increases is con-
sidered in detail. The statement of the boundary value problem of deformation and fracture of a 
structurally inhomogeneous body is presented, taking into account the fatigue damage accumu-
lation. An algorithm for solving the stated boundary value problem is developed. The prospects of 
using the developed model for predicting the durability of structures, their mechanical behavior at 
the macrolevel after preliminary cyclic loading, as well as considering the kinetics of damage
accumulation and fracture processes are noted. 
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В процессе эксплуатации многие элементы кон-

струкций подвергаются действию циклических нагру-
зок, приводящих к усталостному разрушению [1–3]. Для 
традиционных сталей и сплавов на сегодняшний день 
разработано большое число критериев и моделей уста-
лости, которые можно условно разделить на две груп-
пы: в первой долговечность прогнозируется на основе 
параметров напряженно-деформированного состояния 
(в некоторых моделях также определяется критическая 
плоскость) [4–6]; во второй рассматриваются процессы 
роста усталостных трещин и используются подходы 
механики разрушения [7–9]. Кроме этого, на основе 
использования концепции поврежденности Качанова – 
Работнова [10–11], получившей широкое развитие в 
механике материалов [12], рассматриваются вопросы 
накопления усталостных повреждений в структуре ма-
териала [13–14]. 

В настоящее время актуальными являются вопросы 
прогнозирования долговечности элементов конструк-
ций, изготовленных из структурно неоднородных мате-
риалов [15–24]. Важной особенностью механического 
поведения композитов, отличающей их от традицион-
ных металлов и сплавов, является снижение механиче-
ских характеристик по мере циклического воздействия 
[25–28]. Для описания зависимостей остаточных де-
формационных и прочностных характеристик струк-
турно неоднородных материалов предложено большое 
число феноменологических моделей [29–31], в которых 
используются скалярные функции поврежденности как 
поправка к некоторой механической характеристике. 

Для описания механического поведения материалов 
широкое распространение получили многоуровневые 
модели [32–39], позволяющие исследовать в том числе 
процессы циклического нагружения [40]. Ю.В. Сокол-
киным [41] на основе подходов, предложенных 

С.Д. Волковым [42], разработаны двухуровневые струк-
турно-феноменологические модели деформирования и 
разрушения структурно неоднородных сред, а также 
соответствующие постановки краевых задач [43; 44]. 
Кроме этого, на основе данных моделей была разрабо-
тан подход к математическому моделированию процес-
сов усталостного разрушения композитных тел, в рам-
ках которого учитывается изменение прочностных и 
деформационных характеристик с течением времени 
[45]. Предложенные модели к описанию процессов де-
формирования структурно-неоднородных сред нашли 
применение в работах [46–52]. 

Целью данной работы является разработка двух-
уровневой структурно-феноменологической модели 
усталостного накопления повреждений и разрушения 
неоднородных сред на основе подхода, предложенного 
Ю.В. Соколкиным. Для этого подробно рассмотрен  
переход от простейших критериев и моделей усталости 
до структурно-феноменологических моделей описания 
процессов накопления усталостных повреждений. 
Предложена постановка краевой задачи механики де-
формирования и разрушения структурно-неоднород-
ного тела с учетом усталостного накопления поврежде-
ний. Разработан алгоритм решения поставленной крае-
вой задачи. 

 
Критерии и модели усталости 

 
По результатам проведения одноосных усталостных 

испытаний при симметричном либо пульсирующем 
цикле нагружения проводится построение диаграммы 
Велера в виде зависимости амплитуды напряжений ли-
бо деформаций (в зависимости от вида циклического 
воздействия) от числа циклов до разрушения. На дан-
ной диаграмме выделяют области циклической ползу-
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чести, малоцикловой, многоцикловой и, в некоторых 
случаях, гигацикловой усталости. Кроме этого, на диа-
граммах Велера выделяют предел усталостной вынос-
ливости – максимальное напряжение, при котором 
усталостное разрушение не произойдет на заданной 
базе циклов нагружения (чаще всего выбирается значе-
ние порядка 107 циклов). По аналогии с поверхностью 
прочности, в случае реализации многоосного нагруже-
ния по всем шести компонентам тензора напряжений в 
многомерном пространстве параметров циклического 
воздействия (постоянных составляющих напряжений, 
их амплитуд и т.д.) может быть построена поверхность, 
являющаяся геометрическим местом точек, соответ-
ствующих пределам усталостной выносливости, описы-
ваемая уравнением 

       , , 1,   1, ,   1, ,   1, ,y k l m             (1) 

где φ(α) – k параметров напряженно-деформированного 
состояния в цикле нагружения (амплитуды, постоянные 
составляющие и т.д.); ω() – l упругих и прочностных 
констант материала (в том числе пределы усталостной 
выносливости); ψ(γ) – m прочих физических параметров 
материала (плотность, размер зерна и т.д.). Параметры 
напряженно-деформированного состояния φ(α) опреде-
ляются по зависимостям компонент тензора напряже-
ний σij и тензора деформаций εij от времени t в цикле 
нагружения: 

           , ,   1, ,   0, ,ij ijv t t k t          (2) 

где τ – период цикла нагружения.  
Поверхность (1) ограничивает область значений па-

раметров циклического нагружения, в которой уста-
лостное разрушение материала не произойдет на задан-
ной базе циклов воздействия. Назовем выражение  

       , , 1,   1, ,   1, ,   1, ,y k l m             (3) 

критерием усталости – неравенством, с помощью кото-
рого можно определить, произойдет ли усталостное 
разрушение для заданного материала при заданных 
условиях нагружения. В общем случае использование 
критерия усталости не позволяет определить количе-
ство циклов, которое способно выдержать тело до уста-
лостного разрушения, для заданного режима нагруже-
ния. Однако путем замены пределов усталостной вы-
носливости на параметры диаграмм Велера критерии (3) 
могут быть преобразованы к виду 

       , , , 1,   1, ,   1, ,   1, ,y N k l m             (4) 

где N – число циклов воздействия, N  0, N  ℤ. Выра-
жение (4) называют моделью усталости и используют 
для прогнозирования долговечности элементов кон-
струкций.  

Отметим, что в вышеизложенном виде критерии и 
модели усталости применимы при неизменных пара-

метрах циклов нагружения (постоянных во времени 
амплитудах напряжений, их постоянных составляющих 
и т.д.). При работе в условиях меняющихся циклов 
нагружения необходимым является применение моде-
лей суммирования повреждений. 

 
Описание процессов накопления усталостных 
повреждений 

 
Модели накопления усталостных повреждений вво-

дятся в рамках концепции поврежденности Качанова – 
Работнова [4; 5] на основе использования функций по-
врежденности D. В общем виде данные модели могут 
быть представлены в виде 

 
     

 
 

       
     

1

0 1

, , , , ,

0;     ,   1, ,   1, ,   1, ,

b b b b b
f

b b

D w N N D

D D D k l m


  



   

       
 (5) 

где b – текущий этап циклического нагружения; D(b) – 
поврежденность материала после N(b) циклов воздей-

ствия на данном этапе;  b
fN  – долговечность при режи-

ме нагружения b, определяемая с применением моделей 
усталости (4). Здесь поврежденность D – безразмерная 
величина, условно отражающая внутреннее состояние 
материала, но не связанная с какими-либо механиче-
скими характеристиками; D(b)  1 соответствует уста-
лостному разрушению. Применение моделей (5) позво-
ляет определить число циклов до разрушения тела при 
комбинациях различных режимов циклического нагру-
жения. Известны различные модели накопления уста-
лостных повреждений, наиболее широко применяемой 
является линейная модель суммирования повреждений 
Пальмгрена – Майнера [1]. 

Отметим, что в выражениях (4) и (5) не учитывается 
возможность изменения механических характеристик 
материалов по мере накопления усталостных поврежде-
ний. Для традиционных металлов и сплавов данное до-
пущение обосновывается экспериментально подтвер-
жденным слабым влиянием предварительных цикличе-
ских воздействий на остаточные значения упругих 
и прочностных характеристик. Однако для ряда струк-
турно неоднородных материалов экспериментально 
выявлено существование значительной зависимости 
остаточных механических характеристик от числа цик-
лов воздействия, что сильно ограничивает применение 
вышеизложенных моделей. 

 
Феноменологическое описание зависимостей 
остаточных механических характеристик  
структурно неоднородных материалов  
от числа циклов воздействия 

 
Рассмотрим характерный объем структурно неод-

нородного материала (много больший межатомных рас-
стояний, но много меньший размеров тела) в условиях 
циклического нагружения при неизменных параметрах 
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цикла воздействия (задается циклически изменяющееся 
напряженное состояние либо деформированное состоя-
ние). Для данных условий зависимость какой-либо ме-
ханической характеристики материала от числа циклов 
воздействия может быть представлена в виде  

       , ,   1, ,   1, ,x N k l          (6) 

где ω() – текущее значение механической характери-
стики материала; ω()(N = 0) = ω0() – значение механи-
ческой характеристики материала без накопленных 
усталостных повреждений. Выражение (6) часто пред-
ставляют в виде зависимости относительной величины 
механической характеристики от числа циклов воздей-
ствия, что позволяет ввести функции поврежденности 
D(), отражающие изменение свойств материала в усло-
виях усталостного накопления повреждений: 

  
 

 
    

0

1 , ,   1, ,   1, .D g N k l


  



       


 (7) 

Экспериментальные исследования демонстрируют, 
что с ростом числа циклов воздействия N упругие и 
прочностные характеристики материала снижаются, т.е. 
∆D()/∆N > 0. В таких условиях усталостное разрушение 
характерного объема может рассматриваться как след-
ствие уменьшения поверхности прочности (построенной 
в пространстве напряжений либо пространстве деформа-
ций, в зависимости от реализуемого режима нагружения) 
до пересечения с траекторией циклического нагружения. 
На сегодняшний день предложено большое число фено-
менологических моделей прогнозирования остаточной 
жесткости и прочности [30] композитов. 

При реализации переменных режимов циклического 
нагружения зависимость свойств материала представи-
тельного объема от числа циклов воздействия по анало-
гии с выражением (5) может быть представлена в виде 
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 
 

 
 

1 0

1

, , ;     0;

,   1, ,   1, .

b b b b

b b
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
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 

  

    
 (8) 

Выражения (7)–(8) и соответствующие им феноме-
нологические модели применимы для описания поведе-
ния конструкций только при условиях реализации од-
нородного напряженно-деформированного состояния и 
равенства механических характеристик материала во 
всех точках тела. При неоднородном НДС либо неодно-
родном распределении свойств материала в теле про-
цессы накопления усталостных повреждений будут 
происходить в различных точках материала по-разному. 
Данная особенность требует разработки специальных 
моделей и учета в постановках краевых задач. Целесо-
образным для этого представляется применение пред-
ложенного Ю.В. Соколкиным подхода к моделирова-
нию процессов усталостного разрушения структурно 
неоднородных тел [45]. 

Структурно-феноменологическая модель 
накопления усталостных повреждений  
и разрушения 

 
Разделим тело V с границей Γ на H непересекаю-

щихся подобластей (структурных элементов, микрообъ-
емов), прочно соединенных по границам раздела. При-
мем, что механические характеристики в каждой из по-
добластей всегда распределены однородно и могут быть 
описаны с использованием скалярных функций повре-
жденности D(), вычисленных с помощью выражений 
(7)–(8). В таком случае объем V(z) каждой из подобла-
стей не может быть выбран произвольным образом, 
а должен соответствовать некоторому характерному 
объему ~d1d2d3, где d(i) – характерные линейные разме-
ры области повреждения, являющиеся параметрами 
материала (одни из параметров ψ(γ)) [53–56]. 

Для описания структуры и распределения механи-
ческих характеристик будем использовать индикатор-
ные функции χ(z), 

    
 

 

1,     ;
    1, ,

0,     ;

z
z

z

r V
r z H

r V

   


 (9) 

где r  – радиус-вектор. В таком случае зависимость ме-
ханических характеристик ω() от координат и числа 
циклов может быть выражена следующим образом:  

          
   

1

, ,  1, ,   1, ,
H

z z

z

r N r N z H l 


        (10) 

где  
 z

  – механические характеристики подобласти z, 

которые вводятся через функции поврежденности 

     
     

 
 
 

 
     

    0 1 , , 1 ,
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z z z z zN D N N D N

z H k l

    
       

    
 (11) 

Здесь  
 zD   – функция поврежденности, отражающая 

изменение механической характеристики  в подобла-
сти z. Начальные свойства структурных элементов яв-
ляются случайными: 

  
      0 ,   1, ,   1, ,zP F z H l          (12) 

где P() – вероятность; F() – интегральные функции рас-
пределения вероятности, значения параметров которых 
также характеризуют структурные элементы.  

Поскольку рассматривается микрообъем V(z) с ха-
рактерным размером области повреждения, то парамет-

ры напряженно-деформированного состояния  
 z

  мо-

гут быть определены осреднением по микрообъему: 
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где φ(α) – параметры напряженно-деформированного 
состояния, определяемые с учетом зависимости напря-
женно-деформированного состояния от времени в те-
кущем цикле нагружения: 

 
          

  
, , , , , , ,

1, ,   , 1 .

ij pqr N v r N t r N t

k t N N

    

     
 (14) 

Поскольку разрушение может рассматриваться как 
следствие уменьшения поверхности прочности до пере-
сечения с траекторией нагружения в пространстве 
напряжений, то совокупность критериев разрушения 
может быть записана в виде 

 
        

  
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 (15) 

выполнение критерия C(δ) в точке r  в момент времени t 
соответствует одному из a механизмов разрушения ти-
па δ и приводит к скачкообразному изменению некото-
рых (соответствующих данному механизму разруше-

ния) функций поврежденности  
 zD   до единицы при 

  .zr V  Поскольку процессы разрушения происходят 
со скоростями, многократно превышающими характер-
ные скорости циклического воздействия, то выполнение 
критериев разрушения приведет к практически мгно-
венному изменению напряженно-деформированного 
состояния и необходимости проверки выполнения кри-
териев разрушения в иных структурных элементах при 
неизменном t.  

На структурном уровне выполняются уравнения 
равновесия (без учета массовых сил): 

     , , , 0,   , 1 ,ij j r N t t N N       (16) 

динамические эффекты не учитываются (принимается, 
что для любого момента времени t тело находится в 
равновесии). Используются геометрические соотноше-
ния Коши: 
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 (17) 

где ui – вектор перемещений. Принимается, что, не-
смотря на изменение механических характеристик, ма-
териал деформируется линейно-упруго: 

        , , , , , ,   , 1 ,ij ijpq pqr N t C r N r N t t N N        (18) 

где Cijpq – тензор упругих констант, состоящий из части 
параметров ω() и задаваемый уравнением (9). 

Поскольку решение краевой задачи для тела при его 
делении на совокупность большого числа микрообъе-
мов является чрезвычайно сложным, выделим в теле 
ряд макрообъемов V*, размеры которых существенно 

меньше габаритов тела, но существенно больше микро-
объемов V(z). Граничные и начальные условия для 
структурного уровня могут быть записаны в виде: 
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 (19) 

где nj – вектор нормали к поверхности макрообъема V*; 
*
S , *

u  – части поверхности макрообъема c заданными 

векторами сил *
iS  и *

iu  соответственно; *
ij , *

ij  – мак-

ронапряжения и макродеформации внутри макрообъе-
ма, которые считаются однородно распределенными 
и равными 

  

   

      
*

*

*
*

*
*

1
, , , , ,

1
, , , , ,  , 1 .

ij ij

V

ij ij

V

r N t r N t dV
V

r N t r N t dV t N N
V

  

      




 (20) 

Начальное напряженно-деформированное состоя-
ние на структурном уровне определяется макронапря-
жениями и макродеформациями в момент времени t = 0, 
N = 0.  

Макроскопические уравнения равновесия, геомет-
рические соотношения и физические соотношения 
имеют вид 
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 (21) 

где *
iu  – перемещения на макроуровне; *

ijpqC  – тензор 

эффективных упругих свойств макрообъемов, опреде-
ляемых известными методами и подходами механики 
композитов [43]. Граничные условия на макроуровне, 
учитывающие свойства нагружающих систем [44], 
имеют вид: 
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 (22) 

Здесь Rij, Qij – коэффициенты, отражающие жест-
кость и податливость нагружающей системы в точке r  
на границе тела; ΓS, Γu – части поверхности Γ тела V 

с заданными номинальными усилиями 0
iS  и перемеще-

ниями 0
iu . Начальное напряженно-деформированное 

состояние тела определяется условиями на границе те-
ла Γ при N = 0, t = 0. 

Совокупность уравнений (9)–(22) представляет со-
бой постановку краевой задачи механики деформирова-
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ния и разрушения структурно неоднородного тела с 
учетом усталостного накопления повреждений. Данная 
постановка соответствует двухуровневой структурно-
феноменологической модели усталостного накопления 
повреждений и разрушения неоднородных сред, где 
уравнения (9)–(19) соответствуют структурному уров-
ню (микроуровню), уравнения (20)–(22) – макроуровню. 
Далее рассмотрим алгоритм решения поставленной кра-
евой задачи. 

 
Алгоритм решения краевой задачи механики 
деформирования и разрушения структурно  
неоднородного тела с учетом усталостного 
накопления повреждений 

 
Исходными параметрами задачи являются данные 

о структуре тела (задается уравнениями (9)), механиче-
ские характеристики структурных элементов (задаются 
уравнениями (10)–(12)), а также геометрия тела и усло-
вия циклического нагружения (задаются уравнениями 
(22)). Решение краевой задачи осуществляется в не-
сколько этапов: 

1. Построение макроскопической модели: 
1.1. Построение геометрии тела. 
1.2. Деление тела на макрообъемы. 
1.3. Деление макрообъемов на элементы структур-

ного уровня с характерными размерами (уравнения (8)). 
1.4. Генерация начальных механических характери-

стик структурных элементов (уравнения (12)). 
1.5. N = 0. 
1.6. Определение эффективных упругих характери-

стик макрообъемов. 
2. Определение макроскопического напряженно-

деформированного состояния в цикле нагружения: 
2.1. Решение краевых задач теории упругости (21)–

(22) для различных моментов времени t  [Nτ; (N + 1)τ) 
с определением полей макронапряжений и макроде-
формаций. 

2.2. Проверка выполнения условий макроразруше-
ния конструкции (существенное снижение жесткости, 
несущей способности и т.д.), в случае их выполнения 
моделирование процесса прекращается. 

3. Определение полей микронапряжений и микро-
деформаций в цикле нагружения: 

3.1. Решение краевых задач теории упругости (16)–(19) 
для различных моментов времени t  [Nτ; (N + 1)τ) с опре-
делением полей макронапряжений и макродеформаций. 

4. Определение разрушенных в цикле структурных 
элементов: 

4.1. Проверка выполнения критериев разрушения 
(15) в структурных элементах: 

4.1.1. Если в момент времени t̂  < (N + 1)τ имеется 
структурный элемент с выполненным критерием раз-
рушения, то изменение соответствующих функций по-
врежденности структурного элемента, переход к п. 1.6 

(пересчет НДС в цикле проводится с момента времени ˆ).t  

4.1.2. В ином случае переход к этапу 5. 
5. Учет усталостного накопления повреждений в 

структурных элементах: 
5.1. Определение для структурных элементов пара-

метров напряженно-деформированного состояния в 
цикле нагружения (уравнения (13), (14)). 

5.2. Определение значений функций поврежденно-
сти и текущих значений механических характеристик 
структурных элементов (уравнения (10), (11)). 

5.3. Увеличение числа циклов нагружения, N → N + 1, 
переход к п. 1.6. 

Использование данного алгоритма для решения кра-
евых задач механики деформирования и разрушения 
структурно неоднородных тел с учетом усталостного 
накопления повреждений может позволить прогнозиро-
вать долговечность конструкции, ее поведение на макро-
уровне после предварительного циклического воздей-
ствия, а также изучать кинетику процессов изменения 
механических характеристик структурных элементов при 
циклических воздействиях. Отметим, что в общем случае 
использование предложенной модели сопряжено с необ-
ходимостью получения большого числа решений крае-
вых задач теории упругости для различных моментов 
времени. Однако в случае реализации пропорциональных 
режимов циклического нагружения (т.е. пропорциональ-
ного изменения номинально задаваемых векторов сил и 
перемещений на границе тела) достаточным является 
решение одной краевой задачи теории упругости на каж-
дый цикл нагружения для наиболее нагруженного состо-
яния. Представляет интерес реализация предложенного 
алгоритма методом конечных элементов. 

 
Заключение 

 
В работе предложена двухуровневая структурно-

феноменологическая модель усталостного накопления 
повреждений и разрушения неоднородных сред. Рас-
смотрена постановка краевой задачи деформирования и 
разрушения структурно неоднородного тела с учетом 
усталостного накопления повреждений, разработан алго-
ритм ее решения. Отмечена возможность рассмотрения 
кинетики процессов разрушения вследствие усталостно-
го накопления повреждений в процессе решения краевой 
задачи. Новизна модели заключается в объединении 
представлений о многоуровневости процессов накопле-
ния повреждений, об изменении деформационных и 
прочностных характеристик материала при циклическом 
воздействии, о существовании характерных размеров 
области повреждения (т.е. о нелокальности процессов 
накопления повреждений), о разрушении вследствие пе-
ресечения траектории нагружения с поверхностью проч-
ности, о стохастичности распределения механических 
характеристик по объему тела, о необходимости пересче-
та напряженно-деформированного состояния при неиз-
менных граничных условиях при разрушении единицы 
объема материала, о влиянии нагружающих систем. 
Применимость предложенной модели ограничена скле-
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рономными средами, для которых поведение на мезо-
уровне может быть принято упругохрупким, а также ха-
рактерными числами циклов, на которых имеет место 
снижение механических характеристик материала (в про-
тивном случае в рамках данной модели разрушение не 
произойдет при любом числе циклов). Для дальнейшей 

реализации рассмотренной модели необходимым являет-
ся определение диапазона требуемых параметров и необ-
ходимых установочных экспериментов. Планируется 
применение поставленной краевой задачи для решения 
задач прогнозирования долговечности композитных кон-
струкций. 
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