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 Разработаны математические методы анализа трещин, возникающих в поликристал-
лических твердых телах под действием полей напряжений, создаваемых клиновыми дис-
клинациями. Предложен метод расчета основных характеристик трещины, таких как плот-
ность вектора Бюргерса виртуальных дислокаций, коэффициенты интенсивности напря-
жений в вершинах трещины и функция раскрытия берегов, при произвольном 
расположении дисклинации. Метод основан на замене решения для исходной дисклина-
ции на суперпозицию решения для дисклинации с известным аналитическим выражением
и решения для непрерывной стенки краевых дислокаций. В результате применения данно-
го метода получены точные аналитические выражения для указанных параметров в слу-
чае, когда дисклинация находится на оси трещины, а также асимптотические выражения
для коэффициентов интенсивности напряжений трещины в упругом поле, создаваемом
дисклинацией, расположенной вблизи вершины. Проведен сравнительный анализ дисло-
кационной и дисклинационной трещин, выявивший их принципиальное различие: при по-
падании в трещину дислокация размазывается в виде распределения виртуальных дисло-
каций вдоль трещины и перестает существовать как локализованный дефект. В отличие от 
этого, дисклинация сохраняется как независимый источник напряжений, который лишь 
частично экранируется виртуальными дислокациями. Рассчитаны поля упругих напряже-
ний от дисклинационной трещины, проанализировано влияние положения дисклинации на
ее взаимодействие с решеточной дислокацией. Обнаружено, что зависимость силы взаи-
модействия от расстояния между решеточной дислокацией и вершиной трещины носит 
знакопеременный и немонотонный характер. Результаты исследования представляют 
ценность для разработки методов прогнозирования разрушения в материалах, полученных
методами интенсивной пластической деформации. 
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 The article is devoted to the development of mathematical methods for analyzing cracks that
occur in polycrystalline solids under the action of stress fields created by wedge disclinations. A
method is proposed for calculating the main crack characteristics, such as the density of the 
Burgers vector of virtual dislocations, stress intensity factors at the crack tips, and the crack fac-
es opening function, for an arbitrary disclination location. The method is based on replacing the
solution for the initial disclination with a superposition of the solution for the disclination with a
known analytical expression and the solution for a continuous wall of edge dislocations. As a 
result of applying this method, exact analytical expressions are obtained for the specified param-
eters in the case where the disclination is located on the crack axis, as well as asymptotic ex-
pressions for the stress intensity factors of the crack in the elastic field created by the disclination
located near the tip. A comparative analysis of dislocation and disclination cracks is carried out,
revealing their fundamental difference: when entering a crack, a dislocation is spread out in the 
form of a distribution of virtual dislocations along the crack and ceases to exist as a localized
defect. In contrast, the disclination remains as an independent source of stress, which is only
partially screened by virtual dislocations. The fields of elastic stresses from a disclination crack
are calculated, the influence of the disclination position on its interaction with the lattice disloca-
tion is analyzed. It was found that the dependence of the interaction force on the distance be-
tween the lattice dislocation and the crack tip is alternating and non-monotonic nature. The re-
sults of the study are valuable for developing methods for predicting fracture in materials ob-
tained by severe plastic deformation. 
 

Keywords: 

disclination, crack, stress intensity 
factors, dislocation, elastic stress fields, 
severe plastic deformation, fracture. 

 

 
Введение 

 
Современная микромеханика разрушения кристал-

лических материалов в значительной степени опирается 
на концепцию взаимодействия трещин с дискретными 
структурными дефектами, в частности, с решеточными 
дислокациями. В работах Виртмана [1] была заложена 
основа для моделирования процессов разрушения в 
рамках подхода динамики дискретных дислокаций. 
В этих работах трещины представлены как распределе-
ние виртуальных дислокаций в упругопластической 
среде и разработан математический аппарат на основе 
сингулярных интегральных уравнений для вычисления 
плотности вектора Бюргерса виртуальных дислокаций 
вдоль трещины. Это позволило вычислять коэффициен-
ты интенсивности напряжений (КИН) и определять со-
здаваемые трещинами поля напряжений. 

В последние десятилетия заметно возрос интерес к 
мезодефектам ротационного происхождения. Теорети-
чески и экспериментально было доказано, что на стадии 
развитой пластической деформации поликристаллов в 
стыках межзеренных границ формируются дисклина-
ции, а в объеме зерен происходит интенсивная фраг-
ментация [2–5]. В процессе деформации первоначально 
однородно ориентированные зерна постепенно превра-
щаются в конгломераты сплошно сопряженных разори-
ентированных между собой микрообластей (фрагмен-
тов), разделенных границами деформационного проис-
хождения. Накопленные к настоящему времени 
экспериментальные данные свидетельствуют, что клю-

чевую роль в процессе фрагментации играют ротацион-
но-сдвиговые мезодефекты деформационного проис-
хождения: а) неподвижные стыковые дисклинации и 
б) подвижные частичные дисклинации [2]. Первые сов-
падают с линиями стыков исходных большеугловых 
границ зерен, а вторые располагаются внутри зерен и 
имеют вид оборванных дислокационных границ. Мощ-
ность стыковых дисклинаций монотонно нарастает по 
мере увеличения величины деформации  . При 0, 2   

поля упругих напряжений, которые они генерируют, 
увеличиваются настолько, что начинают возмущать до 
того ламинарные потоки решеточных дислокаций и тем 
самым создают условия для формирования вблизи сты-
ков (а) областей с повышенной плотностью распреде-
ленного дислокационного заряда и (б) зародышей обо-
рванных дислокационных границ. Прямые электронно-
микроскопические исследования подтверждают, что 
зарождение первых оборванных дислокационных гра-
ниц деформационного происхождения действительно 
происходит в основном именно на стыках и изломах 
межзеренных границ. 

Дисклинации играют ключевую роль не только 
в структурообразовании, но и в процессах вязкого раз-
рушения поликристаллических твердых тел. Установ-
лено, что имеется продолжительная стадия деформации, 
в ходе которой в определенных областях фрагментиро-
ванной структуры, как правило, вблизи тройных стыков 
и изломов зерен и границ фрагментов накапливаются 
микротрещины и поры [6–21]. Классические модели 
разрушения, основанные на зарождении микротрещин 
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в голове скопления краевых дислокаций, в этом случае 
оказались неприменимы, поскольку размер таких скоп-
лений, ограниченный размерами фрагментов (порядка 
0,3 мкм), недостаточно велик для возникновения тре-
щины. Причиной зарождения трещин в материалах 
с фрагментированной структурой могут являться кли-
новые дисклинации. Развитие этих представлений вы-
звало значительный рост числа теоретических исследо-
ваний, посвященных анализу условий появления устой-
чивых трещин вблизи дисклинаций. Теоретические 
исследования, включая работы [22], а также [23], про-
демонстрировали, что дисклинации способны иниции-
ровать образование клиновидных трещин. В ряде работ 
[24–28] рассматривалось поведение микротрещин в 
окрестности одиночной отрицательной клиновой дис-
клинации внутри цилиндра, а также в поле двухосного 
диполя клиновых дисклинаций и в поле ансамбля дис-
локаций, экранирующих дисклинацию. В работах [29–
31] описаны механизмы зарождения микротрещин в 
упругих полях напряжений стыковых дисклинаций. 
Были также проанализированы условия зарождения 
трещин в более сложных полях напряжений, создавае-
мых как внешними силами, так и диполем дисклинаций 
[32]. Кроме того, рассматривались возможности суще-
ствования устойчивых равновесных трещин в поле ком-
бинированного мезодефекта, представляющего собой 
суперпозицию диполя клиновых дисклинаций и пла-
нарного сдвигового мезодефекта [33; 34], а также кли-
новой дисклинации и супердислокации [35]. В некото-
рых работах показано, что присутствие отрицательной 
дисклинации достаточной мощности может существен-
но способствовать зарождению трещины в области зер-
нограничного стыка по механизму атермического про-
скальзывания по границам зерен [36; 37]. Несмотря на 
важную роль дисклинаций в процессах разрушения, 
единый математический аппарат для описания трещин в 
полях напряжений, создаваемых дисклинациями, анало-
гичный подходу Виртмана для дислокаций, до настоя-
щего времени отсутствует. Это ограничивает возмож-
ности прогнозирования разрушения в материалах с вы-
раженной ротационной составляющей пластичности 
(нанокристаллы, ультрамелкозернистые материалы по-
сле интенсивной пластической деформации) и затруд-
няет моделирование подобных систем. Целью данной 
работы является разработка методов расчета основных 
характеристик микротрещин, зарождающихся в упругих 
полях дисклинаций. 

 
Описание трещин в рамках дислокационного  
подхода 

 
Рассмотрим прямолинейную трещину длиной 2a, 

ориентированную вдоль оси Ox с центром в начале ко-
ординат. Указанную систему координат далее будем 
именовать локальной системой координат трещины 
(рис. 1). 

     

a    b 

Рис. 1. Локальная система координат для трещины (а) и 
схематическое представление трещины во внешнем однородном  
               поле через систему виртуальных дислокаций (b) 

Fig. 1. The local coordinate system for crack (a) and a schematic 
representation of crack in an external homogeneous field through  
                           a system of virtual dislocations (b) 

 
В задачах механики разрушения и теории дефектов 

трещины часто представляют эквивалентной системой 
континуально распределенных виртуальных дислока-
ций. Плотность вектора Бюргерса для такой системы 
имеет вид: 

 L NL( ) ( ) ( ),x x x B B B  (1) 

где L ( )xB  – компонента, связанная с коэффициентом 

интенсивности напряжений: 
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а NL ( )xB  – компонента, не влияющая на коэффициент 
интенсивности напряжений: 
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В выражениях (2)–(4) индекс (i) для x-компоненты 

плотности соответствует ( )i
xy   , для y-компоненты –

( )i
yy   . Все интегралы понимаются в смысле главно-

го значения. 
Коэффициенты интенсивности напряжений для 

вершин трещины, расположенных в точках ( , 0),a  

определяются интегральными выражениями [38]: 

  I

II

( ,0)1
,

( ,0)

a
yy

xya

tK a t
a dt

K t a ta 
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 
 (5) 

где xy  и yy  – компоненты тензора напряжений на бе-
регах разреза трещины, индуцированные источником 
внутренних напряжений или внешней нагрузкой [39–41]. 

С практической точки зрения прямая оценка сингу-
лярных интегралов в смысле главного значения оказы-
вается вычислительно сложной, особенно при числен-
ном моделировании динамических систем, содержащих 
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большое количество дислокаций и трещин. Виртманом 
были получены аналитические выражения для плотно-
сти вектора Бюргерса виртуальных дислокаций в тре-
щине [1], которые позволяют с высокой точностью вы-
числять параметры трещин для произвольных дислока-
ционных конфигураций. Однако при внимательном 
анализе обнаруживается, что ряд этих выражений со-
держит опечатки, способные привести к некорректным 
результатам при прямом использовании. В связи с этим 
исправленные и уточненные выражения приведены ни-
же. Также следует подчеркнуть, что для обеспечения 
достоверности расчетов необходимо проводить пере-
крестную проверку (кросс-валидацию) результатов, 
полученных по этим формулам. Такая проверка может 
включать сравнение аналитических решений с незави-
симыми численными расчетами. Согласованность ре-
зультатов, полученных различными методами, служит 
важным критерием корректности как математического 
аппарата, так и его численной реализации. 

 
Плотности вектора Бюргерса 

 
Для упрощения расчетов Виртман ввел симметрич-

ные и антисимметричные конфигурации дислокаций 
относительно трещины. На рис. 2 приведены дополни-
тельные обозначения, необходимые для расчета основ-
ных характеристик трещин в поле упругих напряжений 
от дислокации. 

 

b 

Рис. 2. Геометрические параметры, необходимые для вычисления  
  базовых характеристик трещин для дислокационных конфигураций 

Fig. 2. The geometric parameters necessary for calculating the  
       basic characteristics of cracks for dislocation configurations 
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Перпендикулярная составляющая: 
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где 

2 2 2 2
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    
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Ниже приведены выражения для компонент плот-
ности вектора Бюргерса виртуальных дислокаций для 
трещины в упругом поле напряжений дислокации. 
Здесь используются следующие дополнительные обо-
значения: 

2 2

2 2 2 2

1
; ; ;

( | |) ; ( | |) ;

arctan ; arctan ;
| | | |

1 для несимметричной конфигурации,

1 для симметричной конфигурации.
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Дислокация с параллельной составляющей вектора 
Бюргерса: 
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Дислокация с перпендикулярной составляющей 
вектора Бюргерса: 
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Аналитические решения и метод переноса 
 
Рассмотрим трещину, формирующуюся в упругом 

поле клиновой дисклинации. В отличие от дислокаци-
онных трещин, для которых существуют точные анали-
тические решения, в случае дисклинаций такие выра-
жения, как правило, не могут быть получены из-за от-
личающейся асимптотики полей упругих напряжений 

ln r  (в то время как для дислокаций 1 / r ). Тем не 
менее ниже представлен подход, позволяющий рассчи-
тывать ключевые характеристики дисклинационных 
трещин без необходимости прямого вычисления сингу-
лярных интегралов в смысле главного значения. 

 
Описание метода переноса 

 
Согласно работам [39; 42], поле упругих напряже-

ний, создаваемое континуальной стенкой дислокаций, 
эквивалентно полю напряжений от диполя клиновых 
дисклинаций, расположенных на краях этой стенки: 

( , , ) ( , ) ( , ),w
a b a a b b

     ρ r r ω r ω r  

где ρ  – плотность вектора Бюргерса континуальных 

дислокаций в стенке, ,a br r  – радиус-векторы концов 

стенки, aω  и bω  – мощности соответствующих дис-
клинаций, определяемые как: 

( ) ( )
, .

| | | |
a b b a

a b
a b b a

   
 

 
ρ r r ρ r r

ω ω
r r r r

 

Из данного соответствия следует, что все физиче-
ские характеристики, линейно зависящие от полей 
упругих напряжений, также допускают аналогичное 
разложение. Поэтому в дальнейшем мы будем исполь-
зовать представление вида 

( , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ).

w
b b a b a a

w
a b a a

 



    

    

ω r ρ r r ω r

ρ r r ω r
 

Указанный подход позволяет эффективно решать 
сложные задачи. Например, для определения ключевых 
характеристик трещины, таких как плотность вектора 

Бюргерса, функция раскрытия ее берегов или коэффи-
циенты интенсивности напряжений – которые все ли-
нейно связаны с полями напряжений, – можно приме-
нить метод суперпозиции (метод переноса). Решение 
для произвольной дисклинации в этом случае строится 
как сумма двух компонент: 

1) известного аналитического решения для одиноч-
ной дисклинации; 

2) решения для задачи о континуальной стенке кра-
евых дислокаций, которая формируется в результате 
переноса исходной дисклинации (рис. 3). 

Например, для плотности вектора Бюргерса трещи-
ны, находящейся в полях упругих напряжений произ-
вольной дисклинации, имеет место следующее соотно-
шение: 

       ,wx x x B B B  (6) 

где ( )xB  – искомая плотность виртуальных дислока-

ций, генерируемых дисклинацией, ( )xB  – плотность 
виртуальных дислокаций, генерируемых дисклинацией, 

для которой известно аналитическое решение, ( )w xB  – 

плотность виртуальных дислокаций, генерируемых 
дислокационной стенкой, получаемая путем интегриро-
вания выражений, приведенных в параграфе «Плотно-
сти вектора Бюргерса». 

 

Рис. 3. Схематичное представление идеи метода переноса 

Fig. 3. Schematic view of the idea of the transfer method 

 

Аналогичным образом можно получить выражения 
для любых параметров трещины (коэффициентов ин-
тенсивности напряжений, функции раскрытия трещины, 
напряжения от трещины), линейных относительно 
напряжений. 

Очевидно, что результаты интегрирования ( )w xB  

допускают простое аналитическое представление лишь 
в ограниченном числе симметричных случаев – напри-
мер, когда дисклинация лежит на прямой, проходящей 
через вершины трещины. В общей постановке задачи 
интегрирование проводится численно. Однако важно 
подчеркнуть, что как в частных, так и в общих конфи-
гурациях соответствующие интегралы не являются син-
гулярными, что существенно упрощает их численную 
реализацию и значительно повышает как точность, так 
и скорость вычислений по сравнению с задачами, со-
держащими интегралы в смысле главного значения. Для 

       Известное решение                      Дислокационная стенка 
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применения метода «переноса» необходимо получить 
хотя бы одно решение для наиболее простой конфигу-
рации трещины, находящейся в полях упругих напря-
жений от дисклинации. В качестве базовой конфигура-
ции рассмотрим расположение дисклинации непосред-
ственно в вершине трещины 0x a  . Используя 
выражения (1) ‒ (5) и вычислив соответствующие инте-
гралы, получим аналитические выражения для плотно-
сти вектора Бюргерса: 

2 2

1 ln
2

0, arccos ,
a

x y

a
x a

R x
B B

aa x

   
                 

 
 

 

и коэффициентов интенсивности напряжений трещины: 

 

 

I II

I II

,0 : ln , 0.
2

,0 : ln 2 , 0.
2

a

a

a
a K D a K

R

a
a K D a K

R

 
     

 
  

          

 

Далее проанализируем наиболее важные случаи 
расположения дисклинации относительно трещины и 
получим аналитические выражения основных ее харак-
теристик, воспользовавшись методом «переноса». 

 
Дисклинация внутри трещины 

 
Предположим, что дисклинация с координата-

ми 0 0( , )x y  расположена внутри трещины, то есть в си-

стеме координат, связанной с трещиной, имеют место 
соотношения: 

 0

0

,

0.

a x a

y

  
 

 (7) 

Такую трещину будем называть дисклинационной. 
Учитывая тот факт, что сдвиговые напряжения от дис-
клинации в плоскости трещины ( 0y  ) равны нулю, из 
интегральных выражений для этих величин получаем 
следующие выражения. Плотность вектора Бюргерса 
виртуальных дислокаций с учетом выражений (1)–(4) 
имеет компоненты: 
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I (8) 

где I  – индикаторная функция: 

  0
0

0

1, ,

0, .

x x
x x

x x


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I  

 

Коэффициенты интенсивности напряжений: 
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2
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2

a

a

a xa
a K D a K
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   
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   
          

 (9) 

Профиль дисклинационной трещины в данном слу-
чае определяется как интеграл от плотности вектора 
Бюргерса: 

   

  2 2
0 0

0,

arcsin ln .
2 2

x y

a

u x u x

x a
x x x x a x

a R

 
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 (10) 

Важно отметить, что данные аналитические выра-
жения для указанных характеристик (КИН, плотность 
вектора Бюргерса, функция раскрытия) работают толь-
ко в том случае, когда дисклинация находится внутри 
трещины, что, в свою очередь, позволяет проводить 
моделирование зарождения и распространения дискли-
национных трещин.  

 
Дисклинация, расположенная на прямой,  
проходящей через вершины трещины 

 
В данном параграфе прямую, проходящую через 

вершины трещины, будем называть осью симметрии 
трещины. Ниже приведены аналитические выражения 
для плотности виртуальных дислокаций ( )B x  и коэф-

фициента интенсивности напряжений IK  в вершине 
( , 0),a  индуцированных дисклинацией, расположен-

ной на данной оси: 
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где 

   
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2 22 2
0 0 0 0

2 2
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R L

S L R X

r x a y r x a y

r r r r a x x

     

    
 

Данные выражения могут быть полезны в случае 
переноса дисклинации не в саму трещину, а на опреде-
ленное расстояние от нее, что в конечном счете улуч-
шает точность расчета. 
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Дисклинация вблизи вершины трещины 
 
Особый интерес представляет случай, когда дис-

клинация расположена вблизи вершины трещины. Для 
анализа этой конфигурации получим асимптотические 
выражения для коэффициентов интенсивности напря-
жений, возникающих в окрестности вершины. Анало-
гичным образом можно получить и аналитические вы-
ражения для остальных параметров трещины. 

Введем полярную систему координат ( , ),r   центри-

рованную в вершине трещины, как показано на рис. 4. 

 

Рис. 4. Система координат, связанная с вершиной трещины 

Fig. 4. Coordinate system associated with the crack tip 

 
Для начала рассмотрим задачу о трещине, находя-

щейся в поле упругих напряжений, создаваемых оди-
ночной дислокацией с компонентами вектора Бюргерса 
( , ).x yb b  Производя асимптотические разложения выра-
жений для КИН, получаем следующие формулы: 

 

 

 

I I

II II

,
2

,
2

y

x

K D b f
a r

K D b f
a r





  
    

 
  

    
 

 (13) 

здесь ( , )r   – полярные координаты дислокации, 

   I , IIf f   – угловые функции, определяемые как: 

     

   

3
I

II

3
sgn cos sin 2 cos 3 2cos ,

2 2

3 3
sgn cos sin sin sin 2cos .

2 2 2

x y

y x

f b b

f b b

                    
                      

       

 

Далее применим метод переноса таким образом, как 
показано на рис. 4. Интегрируя выражения для КИН от 
дислокационной стенки по r, получим асимптотические 
выражения для коэффициентов интенсивности напря-
жений в случае близкорасположенной дисклинации: 

 

 

 

0
I I I

0
II II II

cos 2 ,

sin 2 ,

K K D r r f
a

K K D r r f
a

 
        

 
 

        
 




 (14) 

где 0 0
I II,K K  – выражения коэффициентов интенсивно-

сти напряжений в случае, когда дисклинация находится 
в рассматриваемой вершине трещины, а в функции 

   I , IIf f   подставлены значения sinxb     и 

cosyb    . На рис. 5 представлены результаты срав-

нения угловых зависимостей коэффициентов интенсив-

ности напряжений IK  и IIK  от трещины с располо-

женной вблизи ее вершины отрицательной клиновой 
дисклинации, полученных методом численного инте-
грирования и с помощью асимптотических приближе-
ний. Видно, что при достаточно близком расположении 
дисклинации наблюдается хорошее соответствие между 
результатами численных расчетов и аналитическими 
выражениями. 

 

а   b 

Рис. 5. Зависимости  IK   (а) и  IIK   (b) для клиновой 

дисклинации мощностью 23 10    , расположенной  
на расстоянии /100r a  от вершины трещины:  

1 – аналитическое выражение, 2 – результаты численного  
                       расчета ( 0,5 мкм,a   3 мкмaR  ) 

Fig. 5. Dependencies  IK   (a) and  IIK   (b) for a wedge 

disclination with a strength of 23 10    , located at a distance of 

/100r a  from the crack tip: 1 – analytical expression,  

    2 – results of numerical calculation ( 0.5 μm,a   3 μmaR  ) 

 

Следует отметить, что, в отличие от случая с дисло-
кациями, где в выражениях для КИН при 0r   наблю-
дается скачок второго рода, в случае дисклинации зави-
симость остается непрерывной. Этот факт имеет особое 
значение, например, для моделирования процессов за-
тупления трещин, так как позволяет избежать сингу-
лярного поведения полей при помощи замены дислока-
ций на эквивалентные дипольные дисклинационные 
конфигурации. 

 
Анализ полей напряжений,  
генерируемых дисклинационной трещиной  
и ее взаимодействия с решеточными  
дислокациями 

 

Рассмотрим детальнее дисклинационную трещину, 
акцентируя внимание на ее дислокационном представ-
лении. С этой целью проведем ее сравнение с дислока-
ционной трещиной. В случае дислокационной трещины 
исходная дислокация не сохраняется как локализован-
ный дефект, а «размазывается» в виде непрерывного 
распределения виртуальных дислокаций вдоль трещины 
(рис. 6). Этот процесс можно проиллюстрировать сле-
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дующим образом: предположим, что дислокация посте-
пенно приближается к вершине трещины вдоль ее оси. 
Вблизи вершины формируется зона размером h, содер-
жащая виртуальные дислокации противоположного 
знака. С уменьшением расстояния между дислокацией и 
вершиной трещины эта зона становится меньше, но 
плотность виртуальных дислокаций в ней увеличивает-
ся. В предельном случае, когда расстояние между дис-
локацией и вершиной стремится к нулю, плотность век-
тора Бюргерса приближается к дельта-функции, что 
приводит к образованию виртуальной дислокации про-
тивоположного знака в самой вершине трещины, кото-
рая аннигилирует с исходной дислокацией. Математи-
чески это означает, что исходная дислокация исчезает. 

 

Рис. 6. Схематичное представление распределения плотности 
вектора Бюргерса вдоль трещины в зависимости от положения 

решеточной дислокации 

Fig. 6. Schematic representation of the distribution of the Burgers 
vector density along a crack depending on the position of the 

lattice dislocation 

 
В случае же дисклинационной трещины ситуация 

принципиально иная. Плотность виртуальных дислока-
ций частично экранирует поле напряжений, создавае-
мое исходной дисклинацией, но полного исчезновения 
здесь не происходит, и дисклинация сохраняется как 
независимый источник напряжений. В результате 
напряженное состояние дисклинационной трещины 
рассчитывается как суперпозиция двух компонент: поля 
напряжений, создаваемого самой дисклинацией, и поля, 
индуцированного распределением виртуальных дисло-
каций вдоль трещины. Для сравнения на рис. 7 пред-
ставлена характерная картина распределения полей 
упругих напряжений от дислокационной трещины с 
суммарным вектором Бюргерса  10 , 0 ,T bb  где 

43 10 мкмb    – вектор Бюргерса решеточной дисло-

кации, и симметричной дисклинационной трещины с 
отрицательной дисклинацией мощностью 23 10 ,     

расположенной в точке  0, 0 .  Данные распределения 

полей напряжений получены с использованием выра-
жения: 

( , ) ( , ') ( ') ' ,
a

ij ij ij

a

x y G x y y B y dy 



     

где ( , ')ijG x y y  – функция напряжений от дислокации 

с вектором Бюргерса ( ( ') ',0),B y dy  находящейся в точке 
(0, ')y  [1]. Длины трещин в обоих случаях одинаковы – 

2 0, 2 мкм,a   радиус экранирования упругого поля 

дисклинации 3 мкм.aR   

  

а   b 

  

c   d 

  

e   f 

Рис. 7. Изолинии компонент тензора полей упругих напряжений от 
дислокационной (а–c) и симметричной дисклинационной (d–f)  
        трещины: а, d)  ,xx x y ; b, e)  ,yy x y ; c, f)  ,xy x y  

Fig 7. The isoline components of the tensor of elastic stress fields 
from the dislocation (a-c) and symmetric disclination (d-f) cracks:  

                a, d)  ,xx x y ; b, e)  ,yy x y ; c, f)  ,xy x y  

 
Анализ графиков показывает, что поля напряжений 

в окрестности дислокационной трещины обладают вы-
раженной антисимметрией: вблизи самой дислокации 
преобладают сжимающие напряжения, тогда как в про-
тивоположной вершине трещины наблюдаются растя-
гивающие напряжения. Такая конфигурация способ-
ствует одностороннему (направленному) распростране-
нию трещины. В противоположность этому, поля 
напряжений, возникающие вблизи дисклинационной 
трещины, имеют симметричный характер, что обуслов-
ливает возможность ее распространения в обе стороны. 

Для широкого круга задач механики разрушения, 
рассматриваемых в рамках дислокационного подхода, 
особое значение имеет взаимодействие трещины с ре-
шеточными дислокациями. В связи c этим рассмотрим 
поведение тангенциальной компоненты силы Пича – 



Kirikov S.V., Pupynin A.S., Perevezentsev V.N. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2025) 18-29 

26 

Келера ,xF  действующей на решеточную дислокацию, 

расположенную в плоскости 0,y   со стороны дискли-

национной трещины длиной 2 0, 2 мкмa   и вершина-

ми, расположенными в точках  0, 0  и  0, 2 ,a  в за-
висимости от расстояния x между дислокацией и вер-

шиной трещины. Зависимости   /xF x b  при различных 

положениях отрицательной дисклинации мощностью 
23 10    , а также форма поверхности силы взаимо-

действия   /xF x b  приведены на рис. 8.  

 

а 

 

b 

Рис. 8. Характерный вид зависимости  xF x  при различных 

значениях h: а) 1 – 0h  , 2 – / 2h a  , 3 – h a  ;  

b) поверхность  , /xF x h b  

Fig. 8. A characteristic type of dependence  xF x  at various 

values of h: а) 1 – h = 0, 2 – / 2h a  , 3 – h a  ;  

b) the surface  , /xF x h b  

 

Из приведенных графиков видно, что вблизи вер-
шины трещины сила взаимодействия возрастает по за-
кону 1/ r , тогда как с увеличением расстояния от 
вершины она убывает и стремится к нулю. Для клино-

вой дисклинации, расположенной непосредственно в 
вершине трещины (кривая 1), сила взаимодействия 
остается положительной при любых значениях х, что 
указывает на притяжение дислокации (см. рис. 8, а). 
Смещение дисклинации внутри трещины относительно 
ее вершины приводит к изменению характера взаимодей-
ствия: сила становится знакопеременной (см. рис. 8, b). 
На больших расстояниях компоненты силы стремятся 
к нулю с отрицательных значений, что соответствует 
отталкиванию дислокаций трещиной. При приближении 
к вершине (на расстояниях порядка 2a ) сила возрас-
тает и стремится к бесконечности, демонстрируя ту же 
асимптотику, что и для кривой 1. Чем дальше смещена 
дисклинация от вершины, тем более выраженным ста-
новится экстремум функции силы взаимодействия. 

 
Заключение 

 
1. Предложен математический подход для описания 

характеристик трещин, возникающих в полях напряже-
ний, создаваемых клиновыми дисклинациями 

2. Разработан метод расчета характеристик трещины 
при произвольном положении дисклинации, в котором 
исходная дисклинация заменяется на суперпозицию: 
1) дисклинации с известным аналитическим решением, 
и 2) непрерывной стенки виртуальных дислокаций. 

3. Получены точные аналитические выражения 
плотности вектора Бюргерса виртуальных дислокаций, 
коэффициентов интенсивности напряжений, функции 
раскрытия берегов для случая дисклинации, располо-
женной внутри и на оси трещины. 

4. Получены асимптотические выражения для коэф-
фициентов интенсивности напряжений в случае, когда 
дисклинация расположена вблизи вершины трещины. 

5. Проведен сравнительный анализ характеристик 
дислокационных и дисклинационных трещин, выявив-
ший принципиальные различия, а именно: при попада-
нии в трещину дислокация «размазывается» в виде вир-
туальных дислокаций и исчезает как локализованный 
дефект. В свою очередь дисклинация сохраняется как 
независимый источник напряжений, лишь частично 
экранированный виртуальными дислокациями. 

6. Проведен анализ полей упругих напряжений дис-
клинационной трещины и ее взаимодействия с реше-
точными дислокациями. 
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