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 Свойство единой кривой зависимости интенсивности напряжений от интенсивности дефор-
маций не выполняется для многих геоматериалов, содержащих поры и другие дефекты сплош-
ности структуры, что приводит к зависимости упомянутой диаграммы для этих материалов от
вида напряженного состояния и пути деформирования. В работе используется вычислительный
способ нахождения зависимости интенсивности напряжений от интенсивности деформаций (или 
эквивалентного по Мизесу напряжения от эквивалентной деформации, которые отличаются от
интенсивностей коэффициентами). Двухмасштабный подход заключается в явном учете струк-
туры материала на мезоуровне и включает решение задач макрооднородного деформирования 
представительной области, последующее осреднение напряжений и деформаций и получение
эффективных свойств на макроуровне.   

В работе с помощью такого подхода проводятся вычисления диаграммы «эквивалентное
напряжение – эквивалентная деформация» для модельных пористых материалов в рамках ма-
лых деформаций. Матрица материала подчиняется классической теории течения с изотропным 
упрочнением. В результате показана зависимость диаграммы от пути деформирования и вида 
напряженного состояния. Вид напряженного или деформированного состояния определяется 
первыми двумя инвариантами. Для исследования используется структура материала с эллипсо-
идальными и угловатыми порами.  

Оценена погрешность, с которой осредненную кривую зависимости эквивалентного напря-
жения от эквивалентной деформации можно считать единой для пористых материалов с пори-
стостью до 20 %. Показано, что погрешность мала для эллипсоидальных пор и значительна для
угловатых пор.  

Результаты моделирования на мезоуровне применены для вычисления параметров по-
верхности текучести Друкера – Прагера на макроуровне. Осредненные диаграммы «эквивалент-
ное напряжение – эквивалентная деформация», полученные с использованием найденных ма-
териальных параметров поверхности текучести Друкера – Прагера, с хорошей точностью совпа-
ли с соответствующими диаграммами, полученными в расчетах на мезоуровне. 
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 The property of a single curve of the dependence of stress intensity on deformation intensity
is not fulfilled for many geomaterials containing pores and other defects in the structure continui-
ty, which leads to the dependence of the mentioned diagram for these materials on the stress 
state type and the deformation path. The work uses a computational method for finding the de-
pendence of stress intensity on deformation intensity (or the von Mises equivalent stress on the 
equivalent deformation, which differ from the intensities by coefficients). The two-scale approach 
explicitly takes into account the structure of the material at the mesolevel and includes solving 
problems of macro-homogeneous deformation of a representative volume element (RVE), sub-
sequent averaging of stresses and strains and obtaining effective properties at the macrolevel. 

In the work, using this approach, the equivalent stress – equivalent strain diagram is calculated for 
model porous materials within small strains. The material matrix obeys the classical flow theory with
isotropic hardening. As a result, the dependence of the diagram on the deformation path and the type
of stress state is shown. The type of stress or strain state is determined by the first two invariants. The 
structure of the material with ellipsoidal and angular pores is used for the study. 

The error with which the averaged curve of the dependence of equivalent stress on equivalent de-
formation can be considered uniform for porous materials with a porosity of up to 20 percent is esti-
mated. It is shown that the error is small for ellipsoidal pores and significant for angular pores. 

The results of mesoscale modeling are used to calculate the Drucker – Prager yield surface 
parameters at the macroscale. The averaged equivalent stress – equivalent strain diagrams 
obtained using the found material parameters of the Drucker – Prager yield surface coincided 
with good accuracy with the corresponding diagrams obtained in calculations at the mesolevel. 
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Введение 

 
В работе рассматривается вопрос существования 

единой кривой, связывающей интенсивности напряже-
ний и деформаций (или эквивалентное по Мизесу 
напряжение и эквивалентную деформацию). Для ряда 
материалов, например геоматериалов, гипотеза класси-
ческих теорий пластичности о существовании единой 
кривой, связывающей интенсивности напряжений и 
деформаций, оказывается неверной или неточной. Так, 
гипотеза о единой кривой деформирования не выполня-
ется для материалов, содержащих поры и включения, 
например для песков, пористых скальных грунтов и 
других геоматериалов [1–3], для которых наблюдается 
зависимость от первого инварианта тензора напряжений 
или деформаций. В работе [1] рассматриваются потенци-
альные определяющие соотношения, описывающие по-
ведение материалов, свойства которых зависят от вида 
напряженного состояния, определяемого отношением 
первых двух инвариантов. Демонстрируются экспери-
ментальные кривые зависимости интенсивности напря-
жений от интенсивности деформаций, различающиеся в 
случае различных путей деформирования для таких ма-
териалов, как белый мрамор, известняк и другие. Экспе-
риментальные данные используются для идентификации 
параметров определяющих соотношений. 

Для ряда композиционных материалов существует 
зависимость напряженно-деформированного состояния 
(НДС) от истории деформирования. Например, в работе 
[4] рассматривается влияние пропорциональных и не-

пропорциональных путей деформирования на механи-
ческие характеристики материала Ti-6Al-4V. Исследо-
вание показало, что непропорциональное нагружение 
может вызывать дополнительные эффекты упрочнения 
в образцах. Другим неклассическим свойством дис-
персных композитов с металлической матрицей являет-
ся зависимость пластических свойств материалов от 
величины среднего гидростатического напряжения 
[5; 6]. В работе [7] демонстрируется, что для композит-
ного материала Al2O3/Al при величине среднего гидро-
статического напряжения 200 МПа диаграмма напряже-
ние – деформация проходит выше аналогичной диа-
граммы, полученной при отсутствии среднего 
гидростатического напряжения. 

В нашей работе для определения свойств на макро-
уровне используется модель материала на мезоуровне. 
Идея заключается в том, чтобы спрогнозировать эффек-
тивные свойства неоднородного пористого материала, 
численно решая задачи на мезоуровне. Предполагается, 
что известны свойства матрицы и структура исследуемо-
го материала – геометрические характеристики пор. Дан-
ный подход применяется для исследования эффективных 
упругих свойств пористых и композитных материалов [8; 
9]. В работе [10] проводится вычисление эффективных 
диаграмм напряжение – деформация волокнистого ком-
позитного материала в предположении пластических 
свойств матрицы. Результаты вычислений совпадают с 
экспериментальными данными с хорошей точностью. 

В нашем исследовании предполагается, что матрица 
материала подчиняется классической теории пластич-
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ности. Рассматривается модельный пористый материал 
с угловатыми и эллипсоидальными порами. Также рас-
сматривается композитный материал, полученный за-
полнением угловатых и эллипсоидальных пор упругим 
материалом.  

Одним из методов построения моделей материала яв-
ляется метод послойного томографического сканирования 
с последующим объединением в специализированном 
программном обеспечении (ПО). В работах [11–14] приве-
дены соответствующие вычисления на мезоуровне.  

Другим методом является метод компьютерного 
моделирования. На основе модельных структур могут 
определяться эффективные упругие свойства материала 
[15]. В [16] для построения нелинейных определяющих 
соотношений на макроуровне используется искусствен-
ная структура с эллипсоидальными порами. В [17] для 
построения искусственных структур асфальтобетона и 
вычисления на их основе эффективных свойств матери-
ала используются данные рентгеновской томографии. 

В нашей работе построены геометрические модели 
пористого материала с угловатыми и эллипсоидальны-
ми порами в представительном объеме. Угловатые поры 
моделировались в форме призм. Размеры угловатых пор 
приблизительно соответствуют размерам пор в форме 
эллипсоидов. Объемная концентрация пор в рассматри-
ваемых задачах выбиралась приблизительно одинако-
вой и составляла около 10 %. Для численного решения 
задач применялся метод конечных элементов (МКЭ) с 
линейными трехмерными конечными элементами в 
форме гексаэдров и тетраэдров. Размер решаемых си-
стем в среднем составлял около ста тысяч уравнений. 
Расчет на вдвое более мелкой сетке показал, что такое 
число степеней свободы достаточно для обеспечения 
достоверного анализа деформирования рассмотренных 
пористых структур с концентрацией пор до 10 %. 

На основе численных экспериментов проведено 
сравнение эффективных диаграмм зависимости безраз-
мерного эквивалентного напряжения от масштабиро-
ванной эквивалентной деформации для различных пу-
тей деформирования. Показано, что гипотеза существо-
вания единой кривой может не выполняться для 
пористых материалов. Обнаружено различие диаграмм 
при разных путях деформирования и при изменении 
величины объемной деформации в пределах 30 %. 
В случае угловатых пор различие выражено более су-
щественно. Для композитных материалов было замече-
но, что диаграммы слабо зависят от пути деформирова-
ния и величины объемной деформации. Максимальные 
различия в диаграммах не превышали 10 %. 

Качественно схожий результат получен в работе 
[18], где показана зависимость свойств пористого мате-
риала (например, процесса роста пустот) от пути де-
формирования и среднего гидростатического напряже-
ния. В [19] с использованием нейронных сетей предска-
зывались поля напряжений и деформаций в композитах. 
Продемонстрировано, что при фиксированной микро-
структуре эффективные свойства материала остаются 

устойчивым при изменении пути деформирования. Дру-
гой подход к описанию определяющих соотношений 
осредненного композитного материала обсуждается в 
работе [20]. На основе результатов вычислений НДС в 
представительных областях при различных сложных 
траекториях деформирования при помощи нейронных 
сетей подбираются параметры определяющих соотно-
шений на макроуровне. 

В рамках нашего исследования были определены 
параметры поверхности текучести Друкера – Прагера 
на макроуровне на основе результатов мезоуровневого 
моделирования. Выполнены численные эксперименты с 
однородным материалом, для описания упругопласти-
ческого поведения которого использовались вычислен-
ные характеристики поверхности текучести Друкера – 
Прагера. Полученные кривые зависимости эквивалент-
ного напряжения от эквивалентной деформации проде-
монстрировали высокую степень согласования с анало-
гичными зависимостями, рассчитанными непосред-
ственно на мезоуровне. Разница в рассматриваемых 
кривых не превышает 2 %. 

 
Упругопластические свойства  
материала матрицы 

 
В работе рассматривается модельный материал 

матрицы. Предполагается, что материал матрицы упру-
гопластический, описывается классической теорией 
течения при малых деформациях. Учитывается изо-
тропное упрочнение. Единая кривая зависимости экви-
валентного напряжения от эквивалентной деформации 
для материала матрицы приведена на рис. 1.  

 

Рис. 1. Зависимость безразмерного эквивалентного напряжения 
от масштабированной эквивалентной деформации для  
                                        материала матрицы 

Fig. 1. Dependence of dimensionless equivalent stress on scaled  
                        equivalent strain for matrix material 

 
Интенсивности напряжений и деформаций вычис-

ляются по формулам и ,ij ijs s  и ij ije e  и отли-

чаются коэффициентами от эквивалентных по Мизесу 

напряжений и деформаций: и ,
3

2eqv    и .
2

3eqv    

Безразмерные напряжения отнесены к пределу текуче-
сти по напряжениям в смысле эквивалентного напряже-



Клементьев П.Д., Шешенин С.В., Артамонова Н.Б. / Вестник ПНИПУ. Механика 5 (2025) 30–41 

 33 

ния .eqv  Деформации отнесены к пределу текучести 

относительно .eqv  Упругие свойства матрицы задаются 

величиной безразмерного модуля сдвига, определяемой 
по диаграмме на рис. 1, и величиной коэффициента 
Пуассона 0,3.    

Скорость деформации предполагается аддитивной и 

складывается из скоростей упругой деформации e
ij  и 

пластической деформации :p
ij  .e p

ij ij ij        Ассоции-

рованный закон течения имеет вид: 

 ,
,

ijp
ij

ij

f 
 





  

где  ,ijf s   – уравнение поверхности текучести c изо-

тропным упрочнением: 

  0, ( ( )),ij ij ij
p
ijf s s s k e     

где 0k  – начальный предел текучести Мизеса, связан-

ный с пределом текучести при одноосном растяжении 

:y  0
2

,
3 yk    ( )p

ije  – параметр расширения сферы 

поверхности текучести, p
ije  – компоненты девиатора 

тензора пластических деформаций: ,ij
p p

ije    

.
1

3ij ij kk ijs       

 
Моделирование представительного объема  
пористого материла 

 
В этом разделе описана методика вычисления 

осредненных напряжений и деформаций в представи-
тельной области для случая пористого упругопластиче-
ского материала. Для упругопластического материала 
напряжения и деформации зависят, вообще говоря, от 
пути деформирования. Рассмотрим двумерные пути 

деформирования в плоскости  , .eqv   Пути деформи-

рования задаются в виде комбинации простого сдвига 
и всестороннего сжатия: 

1 0 2
0

2 3

( ) , ,
( ) , , 1, 2,3,

0, ,
RVE

i i RVE
RVE

u t x
u t x i

u u

  
      

x
x

x
 (1) 

где RVE  – граница представительной области, t  – па-
раметр прослеживания пути деформирования. Гранич-
ные условия проиллюстрированы на рис. 2. 

В работе рассматриваются пропорциональные и 
сложные пути деформирования. Пропорциональное 
деформирование заключается в одновременном прило-
жении обоих граничных условий (1), когда 

0 0( ) / ( ) const.t t    Сложное деформирование модели-

руется поочередным приложением сдвига и объемного 

сжатия в разном порядке. Удобно представить рассмат-
риваемые пути деформирования схематично на плоско-

сти  122 ,     (рис. 3). 

   

Рис. 2. Граничные условия на границе представительной 
области 

Fig. 2. Boundary conditions at the boundary of the representative 
volume element (RVE) 

 

 

Рис. 3. Пути деформирования: 1, 2 – сложное деформирование 
в виде комбинации сдвига и всестороннего сжатия,  
                   3 – пропорциональное деформирование 

Fig. 3. Deformation paths: 1, 2 – complex deformation in the form 
of a combination of shear and all-around compression,  
                               3 – proportional deformation 

 
Рассмотрим подробнее пути деформирования, пред-

ставленные на рис. 3. Путь 1 соответствует последова-
тельному приложению объемной деформации до фик-
сированного уровня 0  и затем деформации сдвига до 

значения 0 .  Путь 2 отличается порядком приложения 

деформаций: сначала достигается сдвиговая деформа-
ция 0 ,  потом объемная деформация 0.  Путь 3 соот-
ветствует пропорциональному деформированию, при 
котором объемная деформация и деформация сдвига 
прикладываются одновременно. Задачи с граничными 
условиями (1) решались методом конечных элементов 
(МКЭ). Для анализа напряженно-деформированного со-
стояния, рассчитанного в результате численного решения 
задач в процессе деформирования, были построены диа-
граммы зависимости осредненного эквивалентного 
напряжения от эквивалентной деформации. Для сплош-
ного материала вычисление средней величины по объему 
производится, как обычно, по следующей формуле: 

  1
, RVE

V

g g x dV V V
V

 


.  (2) 

Здесь RVEV  – объем представительной области 

(RVE – representative volume element).  
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Однако в случае пористого материала осреднение, во-
обще говоря, не может осуществляться по формуле (2). 
Развитие методов вычисления эффективных свойств дис-
персных неоднородных материалов через свойства компо-
нентов началось с работ Хилла [21; 22] и Кренера [23].  

Для сплошного материала в случае линейной упру-
гости известны два варианта осреднения [22; 24–26]. 
Оба варианта обобщаются на случай квазистатической 
задачи для склерономного материала [25; 27]. Первый 
вариант заключается в решении краевой задачи в RVEV  

при заданных на границе перемещениях в виде линей-
ных функций координат (при задании макрооднородно-
го поля деформаций):  

 
,

0

( ) 0, ,

( ) , .

ij j RVE

i ij j RVE

V

u t x

  


  

u x

x
  (3)  

Выражение ( )ij u  означает, что напряжения пред-

ставлены через перемещения с помощью определяюще-
го соотношения и формул Коши, в которых малые де-
формации выражаются через компоненты перемеще-
ний. Если определяющее соотношение задается в виде 
связи скоростей напряжений и деформаций, то уравне-
ние равновесия формулируется относительно производ-
ной от напряжений по времени. Для задачи (3) известны 
два свойства:  

 0ε εij ij   (4) 

и 

 σ ε σ ε .ij ij ij ij   (5) 

Первое свойство (4) означает, что средняя деформа-
ция равна заданной деформации 0.ε  Второе свойство 
(5) выражает эквивалентность энергий неоднородного и 
гомогенизированного материала и является обоснова-
нием осреднения материала на основе задачи (3): для 
макрооднородного состояния энергии совпадают. По-
этому получает смысл осредненное определяющее со-
отношение, которое для физически нелинейной среды 
записывается в виде [25]:  

  σ .ij ijF ε   (6) 

В (6) напряжения σij  и деформации εij  вычисляют-

ся по перемещениям, которые являются решениями 
краевой задачи (3). Следует отметить, что, в отличие от 
случая линейной упругости, для физически нелинейно-
го материала сложность гомогенизации состоит в выяс-
нении вида функций ijF  в осредненном определяющем 

соотношении (6). В случае линейной теории упругости 
соотношения (6) и (4) приводят к конструктивному спо-
собу вычисления эффективных модулей жесткости. 

Действительно, задавая ненулевые компоненты 0ε ,  

получаем 0σ / ε .ij ijС    

Аналогично можно определить эффективные свойства 
податливости, если сформулировать краевую задачу: 

 
,

0

( ) 0, ,

( ) n ( ) n , .

ij j RVE

ij j ij j RVE

V  

   

u x

u u x
  (7) 

Тогда эффективные функции податливости задают-
ся выражением:  

 ε .ij ijG σ  

Для задачи (7) выполняется равенство энергий (5) и 

 0σ σ .ij ij   (8) 

В случае линейной упругости эффективные подат-
ливости находятся как 0ε / σ .ij ijS    Описанные 

методы получения эффективных свойств в [26] названы 
прямыми, хотя в силу выполнения равенства энергий 
(5) эти методы могут называться энергетическими. Из-
вестные методы вычисления эффективных упругих мо-
дулей или податливостей используют точное или при-
ближенное решение задач (3) или (7).  

В [12; 27; 28] описано применение задачи (3) для 
вычисления эффективных упругих модулей и тензорно-
го параметра Био пористых геоматериалов – скальных 
грунтов.  

Рассмотрим модификацию задачи (3) для пористой 
среды по сравнению со сплошным неоднородным мате-
риалом в виде 

 

,

0

( ) 0, ,

( ) , ,

( ) n 0, .

ij j RVE

i ij j RVE

ij j p

V

u t x

  
   
  

u x

x

u x

  (9) 

В задаче (9) представительная область состоит из 
области материала (скелета пористой среды) и пор: 

,RVE s pV V V   где sV  – объем скелета пористой среды, 

pV  – объем пор. Полная поверхность скелета включает 

поверхность представительной области и поверхности 
пор: .s RVE pV     Проверим выполнимость равенств 

(4), (5) для пористой среды. Для проверки условия (4) 
имеем цепочку преобразований: 

,

0 0

0

,

,

s s RVE p

RVE p p

s

i j i j i j i j
V

ik k j i j ij RVE i j

ij ij RVE ij
V

u dV u n dV u n dV u n dV

x n dV u n dV V u n dV

dV V

  

  

   

     

   

   

  



 

где  1
,

2
p

p p
ij i j j iu n u n dV



    а ,p  n n  pn  – нор-

маль к границе пор, направленная в область твердой 
фазы. Следовательно, равенство (4), вообще говоря, не 
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выполняется. В отличие от сплошного материала, в пори-
стой среде средние по представительной области дефор-

мации не равны заданным на границе деформациям 0ε :ij  

 01ε ε ε .
RVE

ij
ij ij ij

RVE RVEV

dV
V V


     (10) 

Таким образом, показано, что если граничные усло-
вия (3) не удовлетворяются на части поверхности пред-
ставительной области, то это приводит к замене равен-
ства (4) формулой (10). Невыполнение равенств (4) бы-
ло отмечено еще в работах [29; 30] при анализе 
жесткостей гофрированных пластин, лицевые поверх-
ности которых свободны от нагрузки. Как отмечено в 
[31], ключевым условием для определения эффектив-
ных свойств является равенство энергий (5). 

Проверим выполнение условия (5). Для этого запишем 
преобразования, используя уравнения равновесия из (3): 

 

 

,

0 0 ( )

σ σ σ

ε σ ε ,

s RVE p

RVE RVE

ij i j ij i j ij j i
V

n
ik k ij j ik k i

u dV u n d n u d

x n d x S d

 

 

    

   

  

 
 

где  nS  – вектор поверхностных сил (реакций) на гра-
нице представительной области ,RVE  где заданы пе-
ремещения в виде (10). Следовательно, 

 0 ( ) 0 ( )1σ ε ε ε .
2

RVE RVE

n n
ij ij ik k i jk k jx S d x S d

 

 
    
 
 

    (11) 

Формула (11) может использоваться для вычисле-
ния средней энергии деформаций после решения задачи 
(9). Покажем явную связь этой энергии со средним 
напряжением.  

 

   

 

0
,

0 0

0 0 0

σ ε σ ε σ

ε σ ε σ

ε σ , ε σ , ε σ .

s RVE

RVE p

s s s

ij ij RVE ij i j ik k ij j
V

ik ij k j ik k ij j

ik ij k j ik ij k j ij ij
V V V

V u dV x n d

x n d x n d

x dV x dV dV



 

   

    

  

 

 

  

 

В итоге получаем равенство энергий в виде 

 0σ ε σ ε .ij ij ij ij   (12) 

Таким образом, для пористой среды за среднюю де-
формацию в представительной области следует принять 

0 ,ε  а равенство энергий понимать в виде соотношения 

(12). Тогда задача (9) и соотношения  0σij ijF ε  мо-

гут служить для определения и вычисления эффективных 
нелинейных свойств пористого материала. Для линейно 
упругой среды эффективные упругие модули вычисля-
ются по формуле 0σ / ε .ij ijС    

Обобщением задачи (3) на случай пористой среды 
служит краевая задача 

 

,

0

( ) 0, ,

( ) n ( ) n , ,

( ) n 0, .

ij j RVE

ij j ij j RVE

ij j p

V  

   

  

u x

u u x

u x

  (13) 

Сначала выясним, чему равняется среднее напряже-
ние, т.е. выполняется ли равенство (8). Для этого прове-
дем следующие выкладки. 

 ,

0 0 0
,

σ σ σ δ

σ σ

σ σ σ .

s s

s s

RVE RVE

ij RVE ij ik jk
V V

ik j k ik k j
V

ik j k ik j k ij RVE
V

V dV dV

x dV n x d

x n d x dV V




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   

   

 

 

 

 

Полученное равенство означает выполнение усло-
вия (8) для пористой среды. Проверим выполнение ра-
венства энергий. 

,

0 0 0

0 0 0 0
,

σ ε σ σ

σ σ σ

σ σ σ ε σ .

s s

RVE s p

s

ij ij RVE ij i j ij i j
V
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ij i j ij i j ij i j

ij i j ij ij ij ij RVE ij ij
V

V u dV u n d

u n d u n d u n d

u dV V



  

   

      

     
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Таким образом, для задачи (13) равенство энергий 
не выполняется, поэтому задача (13) не может исполь-
зоваться для вычисления эффективных свойств пори-
стой среды. 

Далее приведем расчеты, которые подтверждают 
теоретические выводы. В этих расчетах напряжения 
отнесены к пределу текучести σ .y  Масштабированные 

деформации получены делением деформаций на предел 
текучести ε .y  При вычислении осредненных диаграмм 

0
eqv eqv   для путей деформирования, описанных 

выше, использовалась задача (9). При применении ме-
тода конечных элементов (МКЭ) интегрирование заме-
нено на суммирование средних по элементу. Обозначим 
среднее напряжение и средние деформации в i-м эле-
менте с объемом iV  как σi

  и εi
  соответственно. То-

гда расчетные формулы осредненных напряжений 
и деформаций можно записать следующим образом: 

1 1

1 1
, .

N N
i i

i i
i i

V V
V V   

 
        

На примере задачи одноосного растяжения опишем 
разницу между вычисленной средней деформацией 

11ε  и заданной деформацией 0
11ε . Поры были выбра-

ны в форме правильного тетраэдра с объемной концен-
трацией 0,15n   (рис. 4). 
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Рис. 4. Представительная область с угловатыми порами и 
изображением конечно-элементной сетки (слева) и угловатые  
                 поры в представительной области (справа) 

Fig. 4. Representative volume element (RVE) with angular pores 
and finite element mesh image (left) and angular pores in the  
                                              RVE (right) 

 
Решалась задача линейной упругости типа (9) с гра-

ничными условиями на поверхности :RVE  

0
1 11 1

2 3

ε ,

0.

u x

u u

 


 
 

Вычислялись средние деформации в материале мат-
рицы 11ε ,  соответствующие деформации 0

11ε ,  и рас-
считывалась относительная разница между заданной и 
средней деформацией: 

0
11 11

0
11

100 %.
  

   


 

Результаты вычислений приведены в табл. 1. Видно, 
что осредненная осевая деформация не совпадает с за-
данной деформацией. 

Таблица 1  

Сравнение осредненной деформации 11  с 0
11ε  

 0.15n   

Table 1 

Comparison of averaged strain 11  with 0
11ε   0.15n   

0
11ε  11ε  , %  

0,005 0,00419 16,23 
 
Результаты расчетов для различных концентраций 

пор представлены в табл. 2.  

Таблица 2  

Сравнение осредненной деформации 11  с 0
11ε   

для различных концентраций пор n  
Table 2  

Comparison of averaged strain 11  with 0
11ε   

for different pore concentrations n  

, %n  0
11ε  11  , %  

5 
0,010 

0,00945 5,47 
10 0,00894 10,61 
15 0,00838 16,23 

Как видно из табл. 2, в рассмотренном диапазоне 
концентраций пор относительная разница между задан-
ной и осредненной деформацией приблизительно про-
порциональна величине объемной концентрации пор. 

 
Зависимость осредненных диаграмм  
пористого материала и дисперсного  
композита от пути деформирования  
и объемной деформации 

 
На рис. 5 приведены вычисленные осредненные 

диаграммы 0
eqv eqv   для путей деформирования, по-

казанных на рис. 3. Для угловатых пор заметна разница 
в диаграммах, полученных при сложном пути деформи-
рования в порядке объемное сжатие – сдвиг, по сравне-
нию с диаграммами при других путях деформирования. 
Для угловатых пор диаграмма, соответствующая пер-
вому пути деформирования, идет ниже остальных, пре-
дел текучести снижается. При этом диаграммы отлича-
ются не только в момент перехода из упругой в пла-
стичную зону, но и при дальнейшем деформировании. 
Разница диаграмм для структуры с угловатыми порами 
составляет 29 %, с эллипсоидальными порами – около 
7 %. В последнем случае зависимостью от пути дефор-
мирования можно пренебречь. 

 
а 

 

b 

Рис. 5. Осредненные диаграммы 0
eqv eqv   пористого 

материала с угловатыми (а) и эллипсоидальными (b) порами 
для разных путей деформирования: 1 – последовательные 
объемное сжатие, сдвиг, 2 – последовательные сдвиг,  
    объемное сжатие, 3 – пропорциональное деформирование 

Fig. 5. Averaged diagrams 0
eqv eqv   of a porous material with 

angular (а) and ellipsoidal (b) pores for different deformation 
paths: 1 – successive volumetric compression, shear,  
2 – successive shear, volumetric compression, 3 – proportional  
                                             deformation 

Проведены серии расчетов, определяющие зависи-

мость безразмерных диаграмм 0
eqv eqv   от величины 

объемного сжатия при сложном пути деформирования. Во 
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всех численных экспериментах применялось деформиро-
вание с последовательным приложением деформаций: 
сначала объемное сжатие, потом сдвиг. Рассматривались 
следующие величины объемной деформации, отнесенной 
к пределу текучести: 0 /  0,y    0 / 1 ,82,y    

0 /  3,64.y    На рис. 6 представлены результаты числен-

ных экспериментов для этих трех случаев.  

 
а 

 
b 

Рис. 6. Осредненные диаграммы 0
eqv eqv   пористого 

материала с угловатыми (а) и эллипсоидальными (b) порами:  
         1 – 0 /  0;y    2 – 0 / 1 ,82;y    3 – 0 /  3,64y    

Fig. 6. Averaged diagrams 0
eqv eqv   of a porous material with 

angular (a) and ellipsoidal (b) pores: 1 – 0 /  0;y     

                        2 – 0 / 1 .82;y    3 – 0 /  3.64y    

 
Обнаружена следующая тенденция: с увеличением 

объемной деформации пластичность наступает при 
меньшем эквивалентном напряжении. Осредненные 
диаграммы для угловатой пористой структуры отлича-
ются не только в момент перехода из упругой в пласти-
ческую область, но и при дальнейшем деформировании. 

Для величины 0 / 1 ,82y    диаграмма 0
eqv eqv   в 

начале деформирования в пластической области совпа-
дает с диаграммой для величины 0 /  3,64,y    но по 

мере увеличения деформации приближается к диаграм-
ме для величины 0 /  0.y    Максимальная разница 

диаграмм для структуры с угловатыми порами состав-
ляет около 30 %, для эллипсоидальных пор – 8 %. 

Аналогичные численные эксперименты проведены с 
материалами, у которых поры заполнены упругим мате-
риалом. Другими словами, рассмотрены дисперсные 
композитные материалы с угловатыми и эллипсоидаль-
ными включениями. Модуль упругости включений при-
нимался на порядок больше модуля упругости матрицы. 
Осредненные диаграммы, вычисленные при деформиро-
вании по рассмотренным выше путям деформирования, 

приведены на рис. 7. Относительная разница в соответ-
ствующих диаграммах незначительна, особенно если 
сравнивать со случаем пористого материала.  

 
а 

 
b 

Рис. 7. Осредненные диаграммы 0
eqv eqv   дисперсного 

композита с угловатыми (а) и эллипсоидальными (b) включениями 
для разных путей деформирования: 1 – последовательные 
объемное сжатие, сдвиг; 2 – последовательные сдвиг,  
     объемное сжатие; 3 – пропорциональное деформирование 

Fig. 7. Averaged diagrams 0
eqv eqv   of a dispersed composite 

with angular (а) and ellipsoidal (b) inclusions for different 
deformation paths: 1 – successive volumetric compression, shear; 
2 – successive shear, volumetric compression; 3 – proportional  
                                               deformation 

 
а 

 
b 

Рис. 8. Осредненные диаграммы 0
eqv eqv   дисперсного 

композита с угловатыми (а) и эллипсоидальными (b) 
включениями: 1 – 0 /  0;y    2 – 0 / 1 ,82;y     

                                    3 – 0 /  3,64y    

Fig. 8. Averaged diagrams 0
eqv eqv   of a dispersed composite 

with angular (a) and ellipsoidal (b) inclusions: 1 – 0 /  0;y     

                    2 – 0 / 1 .82;y    3 – 0 /  3.64y    
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Результаты серии расчетов, определяющих зависи-

мость диаграмм 0
eqv eqv   от величины объемного 

сжатия при сложном пути деформирования (последова-
тельные объемное сжатие, сдвиг), приведены на рис. 8.  

На рис. 7 и 8 видно, что для дисперсного композита 
разница в осредненных диаграммах практически отсут-
ствует как для различных путей деформирования, так 
и для разных значений объемной деформации.  

 
Идентификация параметров макромодели  
Друкера – Прагера с помощью  
вычислительных экспериментов  
на мезоуровне 

 
Для описания эффекта снижения предела текучести 

с увеличением объемной деформации на макроуровне 
применена теория течения с критерием текучести Друке-
ра – Прагера, для которой функция текучести имеет вид: 

0.eqv yf      

Здесь коэффициент   определяет чувствительность 

к среднему гидростатическому напряжению, y  – пре-

дел текучести при одноосном сжатии,   – среднее гид-
ростатическое напряжение. Закон течения предполага-
ется ассоциированным. 

Использована модель степенного нелинейного изо-
тропного упрочнения: 

 
3

,

Ncurrent current
y y p

eqv
y y y

G  
   
    

  (14) 

где N  – параметр модели, G  – модуль сдвига материа-
ла, current

y  – значение текущего предела текучести, со-

ответствующее накопленной эквивалентной пластиче-
ской деформации ε ,p

eqv  y  – начальный предел текуче-

сти на диаграмме 0
eqv eqv   (см. рис. 1). Текущий 

предел текучести current
y  на каждом этапе нагружения 

находится путем решения нелинейного уравнения (14) 

относительно .current
y   

С помощью подбора параметров макромодели уда-
лось добиться совпадения результатов вычислений на 
мезоуровне (уровне структуры материала) с результатами 
вычислений однородного сплошного материала с приме-
нением модели Друкера – Прагера (на макроуровне). Для 
подбора параметров были использованы диаграммы 

0
eqv eqv   для материала с угловатой пористой структу-

рой, соответствующие сложному пути деформирования 
в порядке объемное сжатие, сдвиг (см. рис. 6, а). 

На рис. 9 приведены графики зависимости эквива-
лентного напряжения от эквивалентной деформации 
для материала с пористой угловатой структурой и его 

макромодели при различных величинах объемной де-
формации: 0  /  0,91y    и 0  /  2,73.y    Совпадение 

результатов расчетов макромодели и модели, учитыва-
ющей внутреннюю пористую структуру материала, 
имеет погрешность около 2 %. 

 
a 

 
b 

Рис. 9. Сравнение диаграмм 0
eqv eqv   макромодели (1) и 

структурной модели пористого материала с угловатыми  
               порами (2): а) 0 /  0,91;y    b) 0 /  2,73y    

Fig. 9. Comparison of diagrams of the macromodel (1) and the 
structural model of a porous material with angular pores (2):  

                         а) 0 /  0.91;y    б) 0 /  2.73y    

 
a 

 
b 

Рис. 10. Сравнение диаграмм 0
eqv eqv   макромодели (1) и 

структурной модели пористого материала с угловатыми порами (2) 
для разных путей деформирования: а) последовательные сдвиг,  
    объемное сжатие; b) пропорциональное деформирование 

Fig. 10. Comparison of diagrams of the macromodel (1) and the 
structural model of a porous material with angular pores (2) for 
different deformation paths: а) successive shear, volumetric  
                compression; b) proportional deformation  
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Используя найденные материальные параметры моде-
ли Друкера – Прагера для материала с угловатыми пора-
ми, проведено сравнение диаграмм 0 ,eqv eqv   получен-

ных на макро- и мезоуровне (рис. 10). Как видно на рис. 10, 
разница между диаграммами осредненного материала 
и исходного пористого материала не превышает 10 %. 

 

Заключение 
 

Путем решения задач в представительной области 
получены осредненные диаграммы зависимости экви-
валентного напряжения от эквивалентной деформации 
для пористых материалов и дисперсного композита. 
Исследовано влияние пути деформирования на вид 
осредненной диаграммы. Также проведены серии рас-
четов для определения зависимости осредненных диа-
грамм от величины объемной деформации. Материал 
матрицы описывается классической теорией течения с 
изотропным упрочнением. Результаты численных экс-

периментов показали, что в случае материала с углова-
тыми порами на макроуровне возникает зависимость 
осредненной диаграммы как от пути деформирования, 
так и от величины объемной деформации. Осредненная 
диаграмма для пути деформирования, состоящего из 
объемного деформирования и последующего сдвига, 
заметно отличается от диаграмм для других путей де-
формирования. Такой тип деформирования характерен 
для грунтовых массивов. Обнаружено, что во всех чис-
ленных экспериментах с увеличением объемной дефор-
мации происходит уменьшение предела текучести. Для 
дисперсного композита заметного влияния пути дефор-
мирования и объемной деформации не обнаружено. 

Вычисленные для пористого материала с угловатыми 
порами на мезоуровне осредненные диаграммы описаны 
на макроуровне с помощью модели Друкера – Прагера. 
Получено совпадение моделей макро- и мезоуровня: гра-
фики зависимости эквивалентного напряжения от эквива-
лентной деформации различаются не более чем на 10 %. 
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