
Князева, А.Г. Оценка напряжений, сопутствующих обработке подвижным источником энергии тонкого слоя, расположенного 
на плоской подложке / А.Г. Князева, И.Ю. Смолин. – DOI: 10.15593/perm.mech/2025.5.04 // Вестник Пермского национального  
исследовательского политехнического университета. Механика. – 2025. – № 5. – С. 42–55.  

 
Perm Polytech Style: Knyazeva A.G., Smolin I.Yu. Evaluation of stresses associated with the processing of a thin layer located on a flat 

substrate by a moving energy source. PNRPU Mechanics Bulletin, 2025, no. 5, pp. 42-55. DOI: 10.15593/perm.mech/2025.5.04 
 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 5, 2025 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 
https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 

 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  
License (CC BY-NC 4.0) 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

Научная статья 
 

DOI: 10.15593/perm.mech/2025.5.04 
УДК 539.3 

ОЦЕНКА НАПРЯЖЕНИЙ, СОПУТСТВУЮЩИХ ОБРАБОТКЕ  

ПОДВИЖНЫМ ИСТОЧНИКОМ ЭНЕРГИИ ТОНКОГО СЛОЯ,  

РАСПОЛОЖЕННОГО НА ПЛОСКОЙ ПОДЛОЖКЕ 

А.Г. Князева, И.Ю. Смолин 

Институт физики прочности и материаловедения Сибирского отделения Российской академии наук, 
Томск, Российская Федерация 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 23 июля 2025 г. 
Одобрена: 18 сентября 2025 г. 
Принята к публикации:  
25 сентября 2025 г.  

 Взаимодействие полей разной природы (тепловых, химических и механических) в со-
временных технологиях синтеза и обработки материалов привлекает все большее внима-
ние. Это обусловлено необходимостью прогнозирования поведения и свойств новых мате-
риалов и изделий в зависимости от условий их создания. Настоящая работа посвящена по-
становке и решению плоских задач термохемоупругости, которые описывают, например,
сплавление слоя порошка на тонкой подложке при лазерном или электронно-лучевом воз-
действии. В этом случае внешний источник тепла перемещается по поверхности с опреде-
ленной скоростью и по заданной траектории, вызывая существенное повышение темпера-
туры и в общем случае химические реакции. Это приводит к необходимости учета темпера-
турной зависимости свойств материала, которые становятся в рассматриваемом случае
функциями и координат. Двумерные уравнения модели получены осреднением трехмерных
уравнений термохемоупругости по слоям реагирующего слоя порошка и подложки. При этом
в результате осреднения получены и выражения для эффективных характеристик двумер-
ной среды. Выведена новая формулировка механической части задачи в напряжениях для
случая плоского напряженного состояния, обусловленная неоднородными характеристи-
ками среды при объединении уравнений равновесия, условий совместности деформаций и
соотношений Дюамеля – Неймана. Эволюция температурного поля описывается нелиней-
ным уравнением теплопроводности. При численном решении задач использован неявный
конечно-разностный метод с расщеплением по координатам для уравнения теплопроводно-
сти и конечно-разностный метод последовательной верхней релаксации с чебышевским
ускорением для уравнений в напряжениях. Приведены результаты численного моделирова-
ния обработки лазерным лучом смеси порошков титана и алюминия на железной подложке. 
Показано, что свойства подложки в значительной степени определяют величину максималь-
ной температуры и сопутствующих напряжений, что следует учитывать при моделировании
явным образом. 
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 The interaction of fields of different natures (thermal, chemical, and mechanical) in modern
technologies of synthesis and processing of materials attracts increasing attention. This is due to
the need to predict the behavior and properties of new materials and products depending on the 
conditions of their creation. This paper is devoted to the formulation and solution of plane problems
of thermochemoelasticity, which describe, for example, the fusion of a powder layer on a thin sub-
strate under laser or electron-beam action. In this case, an external heat source moves along the
surface at a certain speed and along a given trajectory, causing a significant increase in tempera-
ture and, in general, chemical reactions. This drives the need for taking into consideration the 
temperature dependence of the material properties, which in this case become functions of coor-
dinates as well. Two-dimensional equations of the model are obtained by averaging three-dimen-
sional equations of thermochemoelasticity over the reacting powder layer and the substrate. In this
case, as a result of averaging, expressions for the effective characteristics of the two-dimensional 
medium are also obtained. A new stress-based formulation of the mechanical part of the problem
for the case of a plane stress state is derived, caused by the inhomogeneous characteristics of the
medium when combining the equilibrium equation, Duhamel – Neumann law, and the strain-com-
patibility equation. The evolution of the temperature field is described by the nonlinear heat con-
duction equation. An implicit finite-difference scheme with coordinate splitting for the heat conduc-
tion equation and a finite-difference method of successive over-relaxation with Chebyshev accel-
eration for the stress-based equations are used for the numerical solution of the problems. The
results of numerical modeling of laser beam processing of a mixture of titanium and aluminum
powders on an iron substrate are presented. It is shown that the properties of the substrate largely
determine the magnitude of the maximum temperature and associated stresses, which should be
taken into account when modeling explicitly. 
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Введение 

 
В настоящее время для изготовления изделий сложной 

формы широкое распространение получили аддитивные 
технологии [1–5]. Среди различных типов аддитивного 
производства с применением лазера выделяют порошковые 
технологии SLS, DMLS, SLM. Первые (SLS – селективное 
лазерное сплавление) и вторые (DMLS – прямое лазерное 
спекание металлов) отличаются типом используемых по-
рошков (преимущественно полимеров и металлов). Третий 
вид (SLM – селективное лазерное плавление) обеспечивает 
полное расплавление частиц порошка. DMLS является од-
ной из ведущих коммерческих технологий для быстрого из-
готовления функциональных изделий [6] и находит широ-
кое применение в разных отраслях [7–9]. Этот технологи-
ческий процесс используется для создания трехмерных 
изделий с помощью высокоэнергетического источника 
тепла – концентрированного лазерного излучения. Основ-
ными преимуществами этого процесса являются гибкость в 
выборе материалов [10–12] и форм, огромный потенциал 
для создания сложных трехмерных деталей, минимизация 
отходов порошковых материалов [3; 6; 13; 14]. Как правило, 
в технологиях DMLS и SLM требуются опорные конструк-
ции, чтобы минимизировать деформации и коробление, вы-
зываемые высокими градиентами температур, которые не-
обходимыми для сплавления металлических частиц.  

Взаимодействие лазерного излучения с порошковым 
слоем сопровождается многочисленными механизмами 
переноса тепла и массы [15; 16], что оказывает суще-
ственное влияние на микроструктуру и, как результат, на 
механические свойства конечного компонента [17–20]. 

Несмотря на применение этой технологии к широ-
кому спектру порошковых материалов [3; 10] и совре-
менных подходов к управлению процессами [21; 22], его 
научные и технические аспекты все еще недостаточно 
хорошо изучены, в частности, из-за явлений высокоско-
ростного плавления и спекания, сложных механизмов 
появления остаточных напряжений. Один из подходов к 
решению данной проблемы состоит в разработке и при-
менении связанных моделей. Однако в настоящее время 
о масштабной реализации подобных моделей говорить 
рано. В лучшем случае речь идет о построении сложных 
итерационных алгоритмов, сходимость которых не изу-
чена [23–26]. 

Во многих работах, например, [27–30] и др., сообща-
ется о расчете остаточных напряжений в изделиях, полу-
ченных аддитивными технологиями. Их оценку чаще 
всего осуществляют с использованием коммерческих ко-
нечно-элементных пакетов [31]. Но можно ли такие 
напряжения называть остаточными? Мы исходим из 
того, что напряжения в детали можно отнести к остаточ-
ным, если для их оценки при моделировании пройден 
весь путь от создания до финишной обработки [32–34]. 
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Поэтому в нашей работе мы придерживаемся термина 
«сопутствующие напряжения» или «напряжения, сопут-
ствующие обработке», когда речь идет об оценке теку-
щего напряженного состояния в процессе получения из-
делий под действием подвижного теплового источника. 

Цель данной работы состоит в выводе основных 
уравнений в рамках теории термохемоупругости и в ре-
шении модельных двумерных задач при условии суще-
ственной неравномерности поля температуры и зависи-
мости физико-механических свойств материала от тем-
пературы. 

 
Постановка задачи 

 
Предположим, что, как и в [35], слой порошка, рас-

положенный на плоской тонкой подложке, подвергается 
воздействию внешнего источника тепла, перемещающе-
гося вдоль слоя по заданной траектории. Повышение 
температуры в слое в области действия источника тепла 
может сопровождаться химическими реакциями, приво-
дящими к изменению состава слоя. В условиях экспери-
мента слой порошка hR является тонким (как правило, 
включает несколько порошинок), так что неоднородно-
стью термических и химических процессов по его тол-
щине можно пренебречь. Если подложка имеет форму 
тонкой пластины, т.е. ее толщина hS в направлении оси 
OZ мала, а в двух других направлениях ОX и OY размеры 
подложки LX и LY намного превышают ее толщину 
LX >> hS и LY >> hS, то можем ограничиться двумерной 
постановкой задачи, соответствующей плоскому напря-
женному состоянию. По крайней мере это корректно в 
рамках макроскопической модели для всего образца, со-
стоящего из слоя порошка вместе с подложкой.  

Для перехода к двумерной постановке задачи, как и 
в [36], используется осреднение трехмерных уравнений 
(интегрирование по толщинам покрытия и подложки), 
что приводит к осредненным по толщине пластины 
(включающей тонкую подложку и слой порошка) значе-
ниям таких физических величин, как температура, 
напряжения, деформации (компоненты соответствую-
щих тензоров). В этом случае не нужно отдельно осред-
нять свойства материалов: в результате уравнения для 
расчета эффективных или эквивалентных свойств полу-
чаются автоматически и включают свойства как под-
ложки, так и покрытия, а также их толщины.  

Модель в общем случае будет включать [36] уравне-
ние теплопроводности с эффективными свойствами, по-
лученное в результате осреднения трехмерного уравне-
ния теплопроводности по толщине образца: 
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Слагаемое 

    4 4
0 0eff eff wH T T T T       (2) 

в уравнении (1) учитывает потери тепла конвекцией и из-
лучением (появляется в уравнении теплопроводности 
после осреднения по толщине образца). 

Внешний источник тепла, связанный с лазерным лу-
чом, представим в виде 

 
   22

0 , 0 ,0
2

0

'
( ) 1 exp .

L x L y

ext eff L
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x x V t y y V tW
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В (1) – (3) и далее приняты следующие обозначения: 
T  – температура; ,x y – пространственные координаты, 

t  – время;   – плотность; c  – теплоемкость при посто-

янной деформации; T  – коэффициент теплопроводно-

сти; Wch – химический источник тепла (если учитывается 
изменение состава и тепловыделение вследствие хими-
ческих реакций); K  – изотермический модуль всесто-
роннего сжатия; E – модуль Юнга; μ – модуль сдвига; ν – 
коэффициент Пуассона; ij  – символ Кронекера; T  – ко-

эффициент линейного теплового расширения; индекс 
«R» у свойств соответствует слою порошка, а индекс 
«S» – инертной подложке, в качестве которой в 3D-тех-
нологии можно рассматривать предыдущие наплавлен-
ные слои; eff  – эффективный коэффициент теплоот-
дачи в законе Ньютона (характеризует суммарные по-
тери тепла с поверхностей подложки и покрытия); σ0 – 
постоянная Стефана – Больцмана; eff  – характеризует 
суммарные свойства поверхностей, участвующих в лу-

чистом теплообмене;   0 0' 1 exp L RW W h   ; 0W  – 

мощность лазерного излучения; Lf  – коэффициент отра-
жения лазерного излучения; k – коэффициент сосредото-
ченности; LS  – эффективная площадь пятна нагрева, 
определяемая формой луча лазера с радиусом кривизны 
R0; ,L xV , ,L yV  – компоненты вектора скорости луча лазера 
(в реальной ситуации луч сканирует относительно задан-
ного положения, а движется манипулятор или подложка 
с расположенным на ней реагентом); 0x , 0y  – начальное 
положение источника на поверхности реагента; L  – по-

казатель поглощения в законе Ламберта – Бугера.  
При оценке напряжений, сопутствующих обработке, 

последним слагаемым в уравнении (1) в первом прибли-
жении можем пренебречь.  
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Компоненты тензоров напряжений ij  и деформа-

ций ij  также будут удовлетворять уравнениям, которые 
получаются осреднением уравнений равновесия, соотно-
шений Дюамеля – Неймана и совместности деформаций. 
Для образца принятой формы вполне логично ограни-
читься плоским напряженным состоянием, в соответ-
ствии с которым 

 0zz xz yz      , 0.xz yz     (4) 

Проинтегрируем уравнения равновесия для плоского 
напряженного состояния 
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соотношения Дюамеля – Неймана 
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и соотношения совместности деформаций (для плоского 
напряженного состояния достаточно одного уравнения) 

 
2 22

2 2
2yy xyxx

x yy x

    
 

  
 (8) 

вдоль оси координат z по толщинам подложки Sh  и по-

крытия Rh .  

Здесь k  – коэффициенты концентрационного расши-

рения, k  – массовые концентрации компонентов, индекс 
«0» относится к недеформированному состоянию. 

Уравнения равновесия для средних по толщине пла-
стины напряжений будут иметь такой же вид (5), но для 

усредненных величин напряжений ,ij  которые опре-

деляются по формулам 

       
0 0

0

s R s s R

s

s s R

s

h h h h h

ij ij ij
h

h h h

ij ij ij S ij RS R S Rh

dz dz dz

dz dz h h

 



       

        

 

или 

      ij S R ij S ij RS R
h h h h      . (9) 

При этом усредненные напряжения по толщинам 
подложки и покрытия отдельно обозначены в круглых 
скобках, а среднее напряжение по всей пластинке – в уг-
ловых скобках. Аналогичные величины вводятся для 
усредненных деформаций в соотношениях совместно-
сти, а сами эти уравнения также не изменят свой вид, по-
скольку операторы дифференцирования по осям x и y 

можно менять местами с оператором интегрирования 
по оси z. 

При интегрировании соотношений Дюамеля – Ней-
мана (6) по толщине пластинки будем иметь без учета 
фазовых и химических превращений, например, для εxx: 

 0
0 0 02

s R s R s Rh h h h h h
xx

xx kk Tdz dz T T dz
E

               
 

или 

   

   0 0

      
2 2

.

xx xx
xx S xx R SS R

S R

kk T S kk T R
S R

h h h

T T h T T h
E E

    
            

              
   

 

То есть, строго говоря, в правой части имеем усреднен-
ные по толщине величины напряжений, умноженные (или 
разделенные) на упругие модули. Тем не менее запишем 
для усредненных напряжений и деформаций по всей тол-
щине пластины следующее приближенное соотношение 

 

     0

1 1

2 2

.

xx S R

xx S R kk S R
S RS R

T S T RS R

h h

h h h h
E E

h h T T

  

                                     
      

 

Далее можем записать 

   0

1

2ij ij ij kk T eff
effeff

T T
E

                     
. (10) 

Для эффективных характеристик (свойств) пластины 
будут справедливы формулы 

 

1 1

2 21

2

S R

S R

S Reff

h h

h h

   
            

,  

 
S R

S R

eff S R

h h
E E

E h h

               
, (11) 

     T S T RS R
T eff

S R

h h

h h

  
 


. 

Если учитывается изменение состава в порошковом 
слое, то соотношение (10) становится более сложным. 
В этом случае имеем 

   S 03 T S
w T T   , 

     0 03R T k k kR
k

w T T         
 

и 

       0 0

1

2

.

ij ij

eff

ij kk T k k keff eff
keff

T T
E

 
     

            
   

(12) 
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Здесь  

   R
k keff

R S

h

h h
  


.  

Заметим, что термокинетические модели позволяют 
учесть явно изменение толщины порошкового слоя 
вследствие усадки. В этом случае процедура осреднения, 
аналогичная описанной в [35; 36], приведет к уравне-
ниям, отличным от представленных в данной статье. 

Таким образом, имеем двумерную задачу, включаю-
щую уравнения теплопроводности (1), равновесия (5), 
совместности деформаций (8) и соотношения 
Дюамеля – Неймана (10) или (12) для усредненных по 
толщине образца температуры, напряжений и деформа-
ций, в которые входят в качестве физико-механических 
параметров среды соответствующие эффективные ха-
рактеристики, определяемые формулами типа (11). В ка-
честве граничных условий следует принять отсутствие 
на торцах пластины источников и стоков тепла, а также 
напряжений и деформаций. В начальный момент вре-
мени температура равна начальной, задан химический 
состав исходных компонентов, напряжения и деформа-
ции отсутствуют. 

Далее химическая часть задачи здесь не рассматри-
вается. В качестве примеров ее постановки и решения 
можно обратиться к публикациям [37–39]. 

 
Алгоритм решения задачи 

 
Переформулируем механическую часть задачи в 

напряжениях, избавившись от деформаций. Для удоб-
ства введем обозначения 

1 1
 

2
S S R R

eff S Reff

A h A h
A

E h h

            
 и 

S S R R

eff S R

B h D h
B

E h h

     
 

для эффективных податливостей и функцию 

     0 , 03eff T k eff k keff
k

w T T         
. 

Тогда, подставляя выражения для деформаций из со-
отношений Дюамеля – Неймана 

3
eff

ij ij ij kk

w
A B

 
      

 
 

в соотношения совместности деформаций (8), получим 

 

2

2

2 2

2

3

2 .
3

eff
xx kk

eff
yy kk xy

w
A B

y

w
A B A

x yx

 
       

  
           

 

Заметим, что в условиях лазерных и электронно-лу-
чевых технологий температура повышается на не-
сколько сотен градусов, поэтому в модели необходимо 
учитывать зависимость механических свойств от темпе-
ратуры. Кроме этого, вследствие химических реакций 
меняется и состав. Локальные изменения температуры и 
химического состава при прохождении источника тепла 
приводят к тому, что эффективные механические харак-
теристики образца становятся функциями координат и 
подлежат дифференцированию в полученном выше 
уравнении. 

Беря производные по частям, найдем 
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22 2
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2
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2
3

2 2 2
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xy xy
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   
   

     
2 .xyA

y y x




 

 (13) 

Чтобы упростить это выражение, исключим вторые 
производные от сдвигового напряжения, используя урав-
нения равновесия (5), продифференцированные по коор-
динатам  

 

2 2
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2 2
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,

.

xy xx

xy yy

x y x

x y y
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 (14) 

Первые производные от сдвиговых напряжений ис-
ключим, используя уравнения равновесия. Также соби-
раем слагаемые. Получим 
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Собирая слагаемые в левой части и проводя упроще-
ния, получим 
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Далее, вводя оператор Лапласа Δ= 
2 2

2 2

.. ..

y x

 
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 
, запишем  
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Для удобства добавим и отнимем слагаемые, соответ-
ствующие произведению диагональных компонент тензора 
напряжений на вторые производные от A, получим 
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Собираем слагаемые:  
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Вводя новое обозначение C = A − B, окончательно 
получим уравнение 
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1
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xx yy xy eff
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 (15) 

подобное внешне тому, которое получено в [40; 41] без 
учета подложки. Отличие состоит в том, что в рассмат-
риваемом здесь случае напряжения и эффективные меха-
нически характеристики в точках образца являются 
осредненными по слоям порошка и подложки. 

Вычитая второе уравнение (14) из первого и добав-

ляя к обеим частям получившегося уравнения 
2

2

yy

x

 


, 

придем к уравнению 

 
2

2
kk

yy x

 
 


. (16) 

Дифференцируя первое из уравнений равновесия (5) 
по y, а второе по x и складывая их, получим 

 
2

kk
xy x y

 
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 
. (17) 

Можно исключить xx из уравнения (15), используя 
очевидное равенство 

 xx kk yy    . (18) 

В результате для нахождения , ,kk yy xy    имеем си-

стему уравнений (15)–(17). Можно показать, что, не-
смотря на связанность этой системы уравнений, она 
остается параболической. Поэтому для ее решения был 
применен конечно-разностный метод последовательной 
верхней релаксации с чебышевским ускорением [42]. 
Для численного решения уравнения теплопроводности 
использовалась неявная конечно-разностная схема с рас-
щеплением по координатам [43]. 

 

Пример численного решения задачи.  
Определение параметров 

 
Рассмотрим для примера смесь порошков титана и 

алюминия на железной подложке. Образец имеет размеры 
1×1 см. Толщина подложки составляет 0,1 см, а покры-
тия – 0,02 см. Химические реакции учитывать не будем.  

Свойства верхнего слоя смеси порошков титана и 
алюминия определим без учета пористости. Плотность, 
изобарную теплоемкость, коэффициент теплопроводно-
сти, модуль Юнга, коэффициент Пуассона и коэффициент 
теплового расширения порошковой смеси рассчитываем 
по формуле  Al Ti 1     , где Al  и Ti  – свой-

ства алюминия и титана, η – объемная доля алюминия. 
Нужные для расчетов свойства исходных веществ 

приведены в таблице. 
Температуры плавления Tm равны 933 (Al); 1974 (Ti) 

и 1810 (Fe) K [44; 45]. 
Заметим, что в точках фазовых переходов формулы 

для теплоемкости и коэффициентов теплопроводности 
дают разрыв, что может быть источником ошибок в рас-
четах. Поэтому в небольшой окрестности точек перехода 
проводилось сглаживание, что приводило к непрерыв-
ным зависимостям. 

Для пересчета свойств монокристаллов алюминия 
и титана [46; 50] в свойства поликристаллов был приме-
нен метод усреднения Фойгта – Рейсса – Хилла. Зависи-
мости податливостей A(T) и B(T) для смеси алюминия 
и титана аппроксимированы кубическими полиномами, 
а для железа – полиномами четвертого порядка. 
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В расчетах принято: T0 = 293 K; R0 = 0,01 см;  
VL,x = VL,y = VL = 8,0 см/с. Плотность мощности лазерного 
воздействия   01 'eq L Lq f W kS   была принята равной 

qeq = 0,4ꞏ106 Вт/(см2), что обеспечивает для сплава алю-
миния и титана не очень высокие температуры, позволя-
ющие при оценке механических напряжений оставаться 

в рамках теории упругости. Режим сканирования пока-
зан на рис. 1, а.  

Точка A соответствует началу движения луча 
(x, y) = (0,02, 0,02) см. Шаг сканирования hScan = 0,05 см. 
Для слежения за процессом в динамике на поверхности 
пластины выбраны отдельные точки, расположение 
и обозначения для которых дано на рис. 1, b. 

 

Теплофизические и упругие свойства веществ, использованные в расчетах 

Thermophysical and elastic properties of substances used in calculations 

Обозна-
чение 

Плотность, г/см3 Источник 

Al 

3

3

2,779 0, 251 10 ,    293 933;

2,689 0,329 10 ,   933 2720

T T

T T





      
   

 [44]

Ti 

3 6 2 11 3

3

4,561 0,191 10 0,162 10 4 10 ,  293 1155;

4,499 0,155 10 ,   1155 1941

T T T T

T T

  



          
   

 [44]

Fe 47,98298 3,5819 10 T     [45] 
 Теплоемкость, Дж/(кг∙K)   

Al 
757,2 0,473 ,   293 933;

1086,   933 2720p

T T
с

T

  
   

 [44] 

Ti 

6 2 9 3

6 2 9 3

363,8 0,759 866,84 10 414, 46 10 ,   293 1155;

421,12 2,067 1375,63 10 323,63 10 ,   1155 1941;

742,  1941 3533
p

T T T T

с T T T T

T

 

 

       


        
  

 [44]

Fe 

6 2 9 3

4 2 7 3

11 4

0,422 0,005 8,651 10 5,159 10 ; 1042 '

115,636 0,312 3,158 10 1, 409 10

2,342 10 ; 1042
p

T T T T

с T T T

T T

 

 



         


         
   

 [46; 47]
 

 Коэффициент теплопроводности, Вт/(м∙K)  

Al 4 2 7 3λ 297,0317 0,2278 2,03 10 2,1627 10T T T T           [45] 

Ti 5 2λ 25,79244 0,01645 1,061 10T T T       [45] 

Fe 7 2 10 3λ 1, 22231 0,00161 8,36118 10 1,13993 10T T T T           [45] 
 Коэффициент теплового расширения, K−1  

Al  3 6 2 610,87 45,42 10 23,2 10 10 ,    293 933T T T T            [44] 

Ti  3 6 2 9 3 610,02 14,195 10 33,24 10 19,01 10 10 ,    1100T T T T T              [44] 

Fe  2 6 2 68,79 1,06 10 4,61 10 10 ,    293 1100T T T T            [48] 

 Модуль Юнга, ГПа  

Al 2( ) 83,6 4,37 10E T = T   , 273 ≤ T ≤ 913 K [49] 

Ti 2( ) 134 6,66 10E T T    , 273 ≤ T ≤ 1153 K [50] 

Fe 1 4 2( ) 183 1,09 10 1,61 10E T T T        , 300 ≤ T ≤ 1300 K [45] 

 Коэффициент Пуассона  

Al 5( ) 0,319 8,46 10T T     , 273 ≤ T ≤ 913 K [49] 

Ti 5( ) 0, 295 9,12 10T T     , 273 ≤ T ≤ 1153 K [50] 

Fe 
4 7 2 10 3( ) 0, 286 2,16 10 4, 49 10 3,49 10T T T T             ,  

300 ≤ T ≤ 1300 K
[45] 
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a b 

Рис. 1. Режим сканирования (a) и выбранные для иллюстраций точки (b) на поверхности образца 

Fig. 1. Scanning mode (a) and points on the sample surface selected for illustration (b) 

 

   
a b c 

Рис. 2. Распределения температуры вдоль оси OX в сечении обраца y=y(A) в разные последовательные моменты времени при 
первом проходе при содержании алюминия: 0,4 (a); 0,5 (b) и 0,6 (c) 

Fig. 2. Temperature distributions along the OX axis in the sample cross-section y = y(A) at different successive moments  
of time during the first pass with an aluminum content of: (a) 0.4; (b) 0.5; (c) 0.6 

 

   

Рис. 3. Типичные термические циклы для выделенных точек на поверхности образца 

Fig. 3. Typical thermal cycles for some points on the specimen surface 

 
Результаты расчетов. Инертная задача 

 
Далее представлены примеры расчетов темпера-

туры, температурно-зависимых свойств и характеристик 
напряженно-деформированного состояния для разного 
содержания алюминия в смеси 0,4; 0,5 и 0,6. 

Представленные на рис. 2 распределения темпера-
туры (цифры от 1 до 5 у кривых соответствуют разным 
последовательным моментам времени) показывают, что 
различия в максимальных значениях температуры при 
варьировании содержания алюминия в смеси от 0,4 до 
0,6 не превышают 2,5 %. Для трех выбранных составов, 
например, для кривых 3, имеем максимальную тем-

пературу 961 K; 949,5 K; 937, 9 K. Эти данные соответ-
ствуют первому проходу, в последующие проходы  
температура понижается и не достигает температуры  
плавления. 

Об этом говорят и термические циклы в выбранных 
точках (рис. 3) для состава c долей алюминия 0,5, вид 
которых также свидетельствует о нестационарной кар-
тине процесса, не позволяющей выделить типичную 
квазистационарную область прогрева в окрестности по-
движного источника тепла. Вследствие слабого разли-
чия в величине температуры для разных составов тер-
мические циклы для них подобны представленным  
на рис. 3. 
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На рис. 4 изображены распределения температурно-за-
висимых свойств порошковой смеси в один и тот же мо-
мент времени, соответствующий кривым 3 на рис. 2. 
Наглядно видно различие в осредненных свойствах при ва-
рьировании содержания алюминия, а также их существен-
ное изменение с ростом температуры, поскольку теплопро-
водности титана и алюминия различаются на порядок. 

Отличия двухмерных распределений температур 
в разные моменты времени при изменении доли алюми-
ния показаны на рис. 5. Видно, что меняются не только 
максимальные значения температур, но и расположение 
изолиний, соответствующих одинаковым значениям. 

Качественно распределения напряжений, подобно 
распределениям температур, меняются незначительно 
с изменением содержания алюминия в исследованном 

диапазоне, хотя различия в максимальных значениях 
больше – 18–20 %. Заметим, что доля алюминия меня-
ется незначительно, и это изменение происходит в слое 
порошка, который в 5 раз тоньше подложки. Поэтому 
при осреднении по толщине образца эти изменения ни-
велируются. Однако если речь идет об оценке темпера-
туры в слое, который наносится на предварительно 
сформированную часть детали (ее свойства будут близки 
к свойствам порошкового слоя), различия могут ока-
заться более значительными.  

По изменению поля температур со временем можно 
отследить квазистатический процесс изменения сопут-
ствующего напряженного состояния. На рис. 6 показаны 
распределения интенсивности напряжений в разные мо-
менты времени при доле алюминия 0,5.  

 
 

   
a b c 

Рис. 4. Распределения плотности, г/см3 (a), теплоемкости, Дж/(гꞏК) (b) и коэффициента теплопроводности, Дж/(смꞏсꞏК) (c) 
порошковой смеси (индекс R) вдоль оси OX в сечении обраца y=y(A) в одинаковый момент времени при первом проходе  
                                                        при содержании алюминия: 0,4 (кривая 1); 0,5 (кривая 2) и 0,6 (кривая 3) 

Fig. 4. Distributions of (a) density, g/cm3, (b) heat capacity, J/(gꞏK), and (c) thermal conductivity coefficient, J/(cmꞏsꞏK), of the powder 
mixture (index R) along the OX axis in the sample section y = y(A) at the same time during the first pass with an aluminum content  
                                                                                 of: 0.4 (curve 1); 0.5 (curve 2) and 0.6 (curve 3) 

 
 

   

a b c 

Рис. 5. Влияние доли алюминия 0,4 (a); 0,5 (b); 0,6 (c) на распределения средних по толщине образца температур в Кельвинах  
в момент времени t = 1,05 с 

Fig. 5. The influence of the proportion of aluminum (a) 0.4; (b) 0.5; (c) 0.6 on the distribution of average temperatures in Kelvin  
over the thickness of the sample at time instant t = 1.05 s 
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a b c 

Рис. 6. Распределения средних по толщине образца интенсивности напряжений (в МПа) в разные моменты времени t = 0,45 (a); 
1,05 (b) и 1,8 (c) с 

Fig. 6. Distributions of equivalent stresses (in MPa) averaged across the specimen thickness at different time instants (a) t = 0.45; (b) 1.05; 
and (c) 1.8 s 

 
Заключение 

 
В работе предложена двумерная термомеханическая 

модель тонкого плоского образца, состоящего из двух 
слоев (порошкового слоя и подложки), подверженного 
тепловому воздействию подвижным источником (лазе-
ром). Двумерная модель получена из трехмерной поста-
новки задачи осреднением уравнений по толщине об-
разца. Важной особенностью модели, отличающей ее от 
классических моделей термоупругости, является учет за-
висимости свойств обоих слоев от температуры. Постро-
енная модель позволяет осуществлять в динамике не 
только расчеты температуры, но и квазистационарного 
изменения напряженно-деформированного состояния. 
В качестве примера использования модели рассмотрена 
задача о прямом лазерном спекании порошков алюминия 
и титана на железной подложке.  

Ранее в наших работах [40; 41] для порошкового слоя 
без подложки было показано, что учет зависимостей 
свойств от температуры существенно сказывается на ре-
зультатах. Так, некоторые компоненты напряжений 

могут до 3,5 раза превышать значения, полученные в рас-
четах с температурно-независимыми свойствами мате-
риалов при локальном повышении температуры на 500°. 
В данном исследовании показано, что при варьировании 
состава порошкового слоя результат оказывается не 
столь впечатляющим. Максимальные температуры ме-
няются до 2,5 %, а напряжения – до 20 % при изменении 
доли алюминия от 0,4 до 0,6. 

Свойства подложки в значительной степени опреде-
ляют величину максимальной температуры и сопутству-
ющих напряжений, что следует учитывать при модели-
ровании явным образом. Вместо подложки могут быть 
рассмотрены предыдущие наплавленные слои, у кото-
рых различия в свойствах с порошковым слоем меньше, 
что также окажет существенное влияние на средние по 
толщине образца напряжения. 

Логичным обобщением модели является учет в ней 
химических реакций, которые вносят вклад в темпера-
турное поле через выделение/поглощение тепла и поля 
напряжений и деформаций через изменение химиче-
ского состава и концентрационное расширение. 
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