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 Выводится выражение тензора химического сродства для химических реакций в де-
формируемом теле. Рассматривается реакция между диффундирующим и деформируе-
мым твердым компонентами. Продукт реакции также является деформируемым твердым 
материалом. Реакция сопровождается собственной деформацией превращения. Для от-
крытой системы «деформируемые и диффундирующая компоненты», в которой протекает
химическая реакция, локализованная на фронте реакции, для случая конечных деформа-
ций записываются балансы массы, импульса, энергии и второй закон термодинамики в
виде неравенства Клаузиуса – Дюгема. Вводится параметр, характеризующий степень 
участия в реакции диффундирующего компонента, расположенного по разные стороны
фронта реакции. В результате выводится выражение для производства энтропии вслед-
ствие химической реакции на распространяющемся фронте реакции. Соответствующее 
выражение для диссипации энергии имеет вид произведения нормальной компоненты
тензора, имеющего смысл тензора химического сродства, на скорость реакции на ориен-
тированной площадке фронта. Выражение следует из фундаментальных законов без ис-
пользования определяющих соотношений компонентов реакции. Тензор сродства равен 
линейной комбинации тензоров химического потенциала твердых компонентов реакции,
равных тензорам энергии-импульса Эшелби, деленным на плотности материала, и хими-
ческого потенциала диффундирующего компонента. Тензорность сродства объясняется 
протеканием реакции не в точке деформируемого тела, а на ориентированной площадке, 
проходящей через точку, подобно тому, как усилия в негидростатически напряженном те-
ле, в отличие от давления в точке, рассматривают на ориентированных площадках и
определяют тензором напряжений. С точки зрения механики конфигурационных сил тен-
зор сродства определяет конфигурационную силу, управляющую распространением
фронта реакции. Непротиворечивость результата подтверждается совпадением с класси-
ческим выражением скалярного сродства в случае гидростатически напряженного тела.
Выведенное выражение тензора сродства дает возможность сформулировать кинетиче-
ское уравнение для реакции, в котором напряженно-деформированное состояние влияет 
на реакцию через сродство. Это уравнение является замыкающим для связанной задачи
«химия – диффузия – механика». Важность результата обусловлена также возможностью 
его использования при моделировании объемных химических реакций, которые на мезо-
уровне протекают на распространяющихся фронтах реакции. 

 

Ключевые слова: 

хемомеханика, тензор химического 
сродства, химический потенциал, 
деформируемое твердое тело, 
фронт химической реакции, скорость 
реакции, диффузия, термодинамика 
открытых систем, тензор энергии-
импульса Эшелби, механика  
конфигурационных сил,  
фундаментальные законы,  
межфазная граница, поверхность 
разрыва деформаций, конечные 
деформации. 

 

 

 Фрейдин Александр Борисович – д. ф.-м. н., заведующий лабораторией математических методов  
механики материалов, e-mail: alexander.freidin@gmail.com, : 0000-0003-2916-3375 
Михеев Евгений Викторович – аспирант, e-mail: mchave21@outlook.com, : 0009-0008-3182-6960 
 
Alexander B. Freidin – Dr. Sci. in Physics and Mathematics, Head of the Laboratory of Mathematical Methods  
in Mechanics of Materials, e-mail: alexander.freidin@gmail.com, : 0000-0003-2916-3375 
Evgeniy V. Mikheev – MSc, Graduate student at the Institute for Problems in Mechanical Engineering,  

e-mail: mchave21@outlook.com, : 0009-0008-3182-6960  
 



Freidin A.B., Mikheev E.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2025) 155-167 

156 

ON THE CHEMICAL AFFINITY TENSOR IN CHEMO-MECHANICS  

OF DEFORMABLE SOLIDS 

A.B. Freidin, E.V. Mikheev 

Institute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of Sciences 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 26 September 2025 
Approved: 20 October 2025 
Accepted for publication:  
25 October 2025 

 In this paper, an expression of the chemical affinity tensor for chemical reactions in a de-
formable body is derived. The reaction between diffusing and deformable solid components is
considered. The reaction product is also a deformable solid material. The reaction is accompa-
nied by the transformation strain. For an open system "deformable and diffusing components" in
which a chemical reaction is localized at the reaction front, for the case of finite deformations, the
balances of mass, linear momentum, energy and the second law of thermodynamics in the form
of the Clausius–Duhem inequality are written down. A parameter is introduced that characterizes
the degree of participation in the reaction of the diffusing component located on different sides of 
the reaction front. As a result, an expression is derived for the entropy production due to a chem-
ical reaction at the propagating reaction front. The corresponding expression for energy dissipa-
tion has the form of the product of the normal component of the tensor, which has the meaning of
the chemical affinity tensor, by the reaction rate at the oriented area element of the front. The
expression follows from the fundamental laws without using constituting equations of the reaction 
components. The chemical affinity tensor is equal to a linear combination of the chemical poten-
tial tensors of the of the solid components of the reaction, equal to the energy-momentum ten-
sors of Eshelby divided by the density of the material, and the chemical potential of the diffusing 
component. The tensorial nature of the chemical affinity is explained by the fact that the reaction 
occurs not at a point in the deformable body, but on an oriented area element passing through
the point, just as a traction in a non-hydrostatically stressed body determined by a stress tensor, 
acts at the area element, unlike pressure at a point in a hydrostatic case. From the point of view
of the mechanics of configuration forces, the affinity tensor determines the configuration force 
driving the propagation of the reaction front. The consistency of the result is confirmed by the 
coincidence with the classical expression of scalar affinity in the case of a hydrostatically
stressed body. The derived expression of the affinity tensor makes it possible to formulate a 
kinetic equation for the reaction in which the stress-strain state affects the reaction through affini-
ty. This equation is the closing equation for the coupled problem "chemistry–diffusion–
mechanics". The importance of the result is also due to promising use in modeling volumetric 
chemical reactions which occurs at the meso-level on propagating reaction fronts. 
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Введение 

 

Хемомеханика изучает взаимосвязи химических ре-
акций и напряженно-деформируемого состояния. 
В данной работе рассматривается реакция между де-
формируемым твердым и диффундирующим компонен-
тами. Продукт реакции также является деформируемым 
твердым материалом. Реакция сопровождается соб-
ственной деформацией превращения, которая порожда-
ет напряжения, влияющие, в свою очередь, на скорость 
реакции, и изменением механических параметров твер-
дых компонентов, таких как модули упругости, и, во-
обще говоря, изменением реологических свойств мате-
риала, например, упругий материал может становиться 
вязкоупругим. К таким процессам можно отнести воз-
никновение напряжений в оксидных пленках [1], при 
окислении кремния при создании и эксплуатации мик-
роэлектронных устройств (см., например, [2–5]). Важ-
ными примерами взаимосвязи химической реакции, 
деформирования и разрушения являются окисление 
микронных элементов МЭМС [6–8], формирование ин-
терметаллидов в бессвинцовых припоях [9–11], корро-
зии металлов под напряжением [12–16]. 

Особую актуальность эти исследования приобретают 
в связи с разработкой литий-ионных батарей (см., напри-

мер, [17–20]). Одним из наиболее перспективных мате-
риалов для анода литий-ионных батарей является крем-
ний (см., например, [21; 22]). Но реакция литизации 
кремния сопровождается деформацией превращения до 
300 % [23], которая порождает напряжения, ведущие 
к замедлению реакции и деградации деформационно-
прочностных свойств материала анода в циклах заряда-
разряда. При этом на первых циклах реакция локализо-
вана на распространяющемся фронте превращения, а на 
последующих циклах протекает в объеме [24]. 

Влияние напряжений на химическую реакцию мо-
жет моделироваться через влияние на диффузию диф-
фундирующего компонента реакции (см., например, 
[25–30]). Но многие реакции контролируются непосред-
ственно скоростью реакции, если скорость диффузион-
ного подвода достаточно велика (см., например, 
[31; 32]). В этом случае требуется теория, описывающая 
влияние напряжений именно на скорость реакции. 

В классической физической химии химические реакции 
описывают с помощью параметра, называемого степенью 
превращения (степенью завершенности реакции) [33], при 
этом скорость реакции – скорость изменения этого пара-
метра – определяется скалярным химическим сродством, 
которое появляется как множитель в выражении производ-
ства энтропии вследствие химической реакции. 
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В работах [34–36] был развит подход к описанию ло-
кализованных реакций на основе полученного выражения 
тензора химического сродства (см. также [37; 38]). Было 
показано, что диссипация энергии вследствие распростра-
нения фронта химической реакции равна произведению 
нормальной компоненты тензора сродства на скорость 
реакции на ориентированной площадке фронта, аналогич-
но произведению скалярного сродства на скорость реак-
ции в точке при классических подходах. Тензорность 
сродства в случае реакции в деформируемом твердом теле 
объясняется рассмотрением протекания реакции не в точ-
ке тела, а на ориентированной площадке, проходящей че-
рез точку, подобно тому, как усилия в негидростатически 
напряженном теле, в отличие от давления в точке, рас-
сматривают на ориентированных площадках и определяют 
тензором напряжений.  

Показано, что тензор химического сродства опреде-
ляется тензорами химического потенциала твердых 
компонентов, равных тензорам энергии-импульса 
Эшелби, деленным на плотность материала (тензорами 
химических потенциалов твердых компонентов реак-
ции), и химическим потенциалом диффундирующего 
компонента, доставленного к фронту реакции диффузи-
ей через превращенный материал. Тогда скорость реак-
ции на фронте и, следовательно, скорость фронта опре-
деляются нормальной компонентой тензора сродства. 
Напряжения при этом влияют на скорость реакции че-
рез сродство.  

На основании развитого подхода был решен ряд 
связанных задач «химия – диффузия – механика», про-
демонстрировавших, что механические напряжения 
могут замедлять и блокировать распространение фронта 
реакции (см., например [39–41]). 

При выводе формулы тензора сродства рассматри-
валась локализованная реакция между твердым и диф-
фундирующим компонентами, которая происходит в 
результате доставки диффундирующего компонента к 
фронту реакции через превращенный материала. Диф-
фузия в непревращенном материале не происходила. 
Это предположение согласуется с экспериментальными 
данными (см., например, [24]), но оставило открытым 
вопросы о влиянии диффузии в непревращенном мате-
риале, а также роли тензора сродства в случае объем-
ных химических реакций.  

Эти вопросы взаимосвязаны. Возможность диффу-
зии впереди локализованного фронта превращения мо-
жет привести к «размыванию» фронта реакции и пере-
ходу в режим объемной реакции. Но объемная химиче-
ская реакция может быть рассмотрена на двух 
масштабных уровнях, называемых далее макро- и мезо-
уровнями. Если с самого начала рассматривать объем-
ную реакцию как изменение степени превращения как 
макроскопического (согласно определениям [42] – мак-
рофеноменологического) параметра состояния, то тен-
зорность химического сродства может оказаться скры-
той в макрофеноменологическом определяющем урав-

нении в виде зависимости скорости превращения от 
скалярного сродства.  

В работе [43] для объемных реакций в деформируе-
мом теле при ряде дополнительных предположений 
было получено выражение для скалярного химического 
сродства как множителя при скорости реакции в выра-
жении для производства энтропии. Рассмотрение велось 
на макроуровне, когда реакция в точке тела была пред-
ставлена изменением степени превращения – объемной 
доли превращенного материала, а напряжения и дефор-
мации в точке вычислялись по правилу смеси. Было 
показано, что это сродство формально может быть вы-
числено как нормальная компонента полученного ранее 
тензора сродства, если в духе подходов метода фазового 
поля определить нормаль как нормированный градиент 
степени превращения [44; 45].  

При этом остались скрытыми физико-химические 
процессы, протекающие в представительном объеме на 
следующем масштабном уровне. Представительный 
объем, соответствующий материальной точке макро-
уровня, на мезоуровне представляет собой смесь «чи-
стых» исходного и полностью превращенного материа-
ла, через которую проходит диффундирующий компо-
нент. Твердые компоненты разделены границами – 
локальными фронтами реакции. Скорость реакции на 
макроуровне определяется скоростью фронтов реакции 
на мезоуровне, движение которых меняет соотношение 
объемов, занятых превращенным и непревращенным 
материалами в представительном объеме, меняя степень 
превращения на макроуровне. При этом необходимо, 
чтобы на мезоуровне диффузия проходила как через 
превращенный, так и непревращенный материалы. По-
этому учет влияния диффузии в непревращенном мате-
риале является важным не только для моделирования 
реакций, локализованных на макроуровне, когда тело в 
целом разделено фронтом реакции на области превра-
щенного и непревращенного материалов, но и для объ-
емных реакций, если принимать во внимание физико-
химические процессы, протекающие на масштабе мезо-
уровня, определение которого требует отдельного об-
суждения (см., например, монографию [42]), и ведущие 
также к изменению степени локализации реакции.  

В данной работе выводится выражение тензора 
сродства в случае локализованной реакции с учетом 
возможности диффузии через весь материал и участия в 
реакции диффундирующего компонента, находящегося 
по обе стороны фронта реакции. Рассмотрение ведется 
на макроуровне, когда изначально предполагается, что 
реакция локализована на фронте превращения. Это 
также открывает возможность для разработки модели 
объемных химических реакций, в которой скорость 
превращения на макроуровне определяется кинетикой 
распространения фронтов превращения в представи-
тельном объеме, а макроскопическим величинам соот-
ветствуют средние значения соответствующих величин 
на мезоуровне. 
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1. Конфигурации и кинематика 
 
Рассматривается химическая реакция вида 

 * * ,n B n B n B      (1.1) 

где B , *B  и B  – химические формулы реагирующих 

компонент, причем материалы B  и B  являются де-
формируемыми твердыми компонентами реакции,  
а *B  – диффундирующим компонентом; n , n  и *n  – 

стехиометрические коэффициенты.  
Следуя [34; 36], полагаем, что в актуальной конфи-

гурации материалы B  и B  занимают области tv  и tv  

соответственно и разделены поверхностями Γt , являю-
щимися фронтами химической реакции. В отсчетной 
конфигурации V V V    материала B  материалам 

B  и B  соответствуют области V  и V , разделенные 
поверхностью Γ . 

Заметим, что область V , как и область V , запол-

нена материалом B , но теми его точками, которые к 

моменту времени t  превратились в материал B , и яв-

ляется прообразом области gV  в отсчетной конфигура-

ции g g gV V V    материала B . Аналогично в отсчет-
ной конфигурации материала B  может рассматривать-

ся область gV , заполненная точками B , в которые 
точки материала B  еще не превратились. Линейные 

элементы d x , d X , d g
X  областей , , t gv V V    связаны 

соотношениями  

 d d d ,     d d ,g g g
           x F X F X X G X  (1.2) 

где ,  T g T
g         F x F x G F  – градиенты деформа-

ции, определенные относительно отсчетной конфигура-
ции материалов B  соответственно,   и g  – набла-
операторы в координатах соответствующих отсчетных 
конфигурациях, G  – тензор собственной деформации 
превращения, верхний и нижний индексы «  » и «  » 
соответствуют друг другу.  

Без ограничения общности можно считать, что век-
тор скорости фронта в отсчетной конфигурации 
направлен по нормали к фронту: 

 Γ Γ ,W  v v N  (1.3) 

где далее не пишем индекс «  » для скорости фронта 
относительно отсчетной конфигурации материала B , 

W  и N  – нормальная скорость фронта и внешний 

к области V  вектор нормали к фронту относительно 

отсчетной конфигурации материала B . 

Скорость фронта реакции в актуальной конфигура-
ции Γ

tv , скорость фронта Γv  относительно отсчетной 

конфигурации B  и скорости точек материалов B  по 

разные стороны границ Γ  связаны формулой 

 Γ Γ .t
   F v v v  (1.4) 

Из (1.4) также следует выражение, связывающее 
средние арифметические скоростей точек B  и B  на 
фронте реакции, средние арифметические градиентов 
деформации на фронте и скорости фронта в отсчетной и 
актуальной конфигурациях: 

     Γ ,T tW  v N F v  (1.5) 

где фигурные скобки 

    1ψ ψ ψ
2     (1.6) 

обозначают среднее арифметическое значений величи-
ны ψ  по разные стороны фронта Γ.  

Далее будут также использоваться условия сов-
местности на распространяющейся поверхности разры-
ва деформаций при условии непрерывности поля пере-
мещений. Скачок градиента деформаций в точке грани-
цы с нормалью N  имеет вид диады: 

   ,F aN  (1.7) 

где   ψ ψ ψ    – скачок величины ψ  в точках грани-

цы Γ ;   a F N  – вектор амплитуды скачка.  
Скачок скорости материальных точек на границе 

связан со скоростью границы и скачком градиента де-
формации так, что: 

     .W  v F N  (1.8) 

Массовые плотности твердых и диффундирующих 
компонентов реакции, определенные относительно от-
счетной конфигурации материала ,B  представимы в виде 

 * * *ρ ρ ρ ,  ρ ρ ρ ,H H H H            (1.9) 

где ρ  – массовые плотности компонентов B  соответ-
ственно, определенные относительно отсчетной конфи-

гурации; *ρ  – парциальные массовые плотности диф-

фундирующего компонента *B  в областях V , 

 
1, 

,
0, 

X V
H t

X V






  

X   

– характеристические функции областей V . 

Массовые плотности *ρ ,  ρ  , определенные как 

массы, приходящиеся на единицу объема отсчетной 

конфигурации B , связаны с плотностями *ρ ,  ρt t
  , в 

актуальной конфигурации соотношениями  

 * *ρ ρ ,  ρ ρ ,  ρ ρ ,t t t t t tdV dv dV dv dv              (1.10) 

где dV , tdv  – соответствующие элементарные объемы 

отсчетной и актуальной конфигураций: 

 ,  det .tdv J dV J      F  (1.11) 
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Отметим, что здесь плотность ρ  материала B  пе-
ресчитана на единицу объема отсчетной конфигурации 

материала B  и связана с массовой плотностью gρ  не-
деформированного материала B  формулой  

 ρ ρ ,g gdV dV     (1.12) 

где gdV gdV  , detg  G , то есть ρ ρ .gg   

Диффузионный поток в актуальной конфигурации 
определяется относительной скоростью диффундирую-
щих частиц: 

  * *ρ ,t t
    j v v  (1.13) 

где *
v  – скорость диффундирующих частиц. 

Аналогично скорости фронта, в отсчетной конфигу-
рации вводятся Лагранжевы скорости диффундирую-
щих частиц в областях V  и V , равные: 

  * 1 * ,
     V F v v  (1.14) 

которым соответствуют диффузионные потоки 

 * *ρ ,  j V  (1.15) 

и представления 

 * * ,H H    V V V* .H H    j j j  (1.16) 

Заметим, что формулы (1.13) и (1.15) согласуются 
с формулой 

  * * * *ρ dΩ ρ  dω,t   V N v v n  (1.17) 

где dΩN  и dωn  – ориентированные площадки в от-
счетной и актуальной конфигурациях, связанные фор-
мулой Нансона: 

 dω dΩ.TJ 
  n F N  (1.18) 

2. Баланс массы 
 
Баланс массы для области V V V   , записанный 

относительно отсчетной конфигурации материала B , 

c учетом (1.14) – (1.15) принимает вид 

  * * *ρ ρ ρ dΩ,
V V

D
dV

Dt 
     V N  (2.1) 

где плотности *ρ,  ρ  определены формулами (1.9). 

Нетрудно убедиться в том, что  

 Γ, ,H H W    δ δ
Γ, ,H H W     δ δ  (2.2) 

где ,Γδ  – векторные δ-функции, действующие на фи-

нитные функции по правилу  

   Γ Γ
, ψ ψdΩ, , ψ ψdΓ;

V
 

  δ N δ N  

где V  – границы областей V , N  – внешние нормали 

к областям, Γ  – фронт реакции, разделяющий области 
V  и V , N  – нормаль, внешняя к области V . 

Из (1.9) и (2.2) следует, что для правой и левой ча-
сти баланса (2.1) справедливы представления соответ-
ственно 

 
      * * *

V

*

Γ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ dΓ,

V

D
dV H H

Dt

dV W

          

  

 

   
 (2.3) 

    

* *

* * * * * *

Γ

ρ dΩ

ρ ρ ρ dΓ.

V

V
H H dV



     

 

       


 

V N

V V V N  
 (2.4) 

В результате получаем локальные балансы массы: 

  ρ 0 ,V  X  (2.5) 

    * * *ρ ρ 0 ,V      V X  (2.6) 

  * * *ρ ρ ρ 0 Γ .W    V N X        (2.7) 

Балансы массы для твердых компонентов реакции 
имеют вид 

 
V Γ V Γ

ρ ρ dΩ, ρ ρ dΩ,ˆ ˆ
D D

H dV H dV
Dt Dt          (2.8) 

где ρ̂ 0   и ρ̂ 0   – поверхностные плотности произ-
водства материала B  и потребления материала B  на 
фронте реакции.  

Из (2.8) с учетом (2.2) и (2.5) следует, что  

 .ˆ ˆρ ρ ,  ρ ρW W       (2.9) 

Поскольку  

 * ,ˆ 0ˆ ˆρ ρ ρ     (2.10) 

где *ρ̂ 0  – поверхностная плотность потребления 

диффундирующего компонента *B , из (2.9) следует, что  

   *ρ ρ̂W    (2.11) 

Тогда из (2.7) следует, что баланс массы диффунди-
рующего компонента на фронте реакции принимает вид: 

 * * *
*ρ ρ .ˆρW   V N        (2.12) 

В силу закона определенных соотношений [33] ско-

рость реакции  ω N  на площадке с нормалью N  связа-
на с поверхностными плотностями потребления и про-
изводства формулами 

   *

* *

ρ ρ ρω .
ˆ ˆ ˆ

n M n M n M
 

   

    N  (2.13) 

Из (2.13) и (2.9) следует, что  

  * * *ρ ξ , ω ξ ,ˆ n M W W  N  (2.14) 
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где 

 
ρ ρξ .

n M n M
 

   

   (2.15) 

Тогда из (2.11) и (2.14) следует, что  

   * *ρ ξ ,n M  (2.16) 

а баланс массы (2.12) на фронте реакции принимает вид 

  * *
* *ρ ξ 0.W n M W   V N     (2.17) 

Условие (2.17) является граничным условием для 
уравнений диффузии (2.6) в областях V  и V . Для ре-
шения этих уравнений помимо граничных условий на 
внешних поверхностях \V   и \V   и условия 
(2.17) требуется еще одно условие на фронте реакции. 
Выбор условия характеризует модель фронта реакции. 
Например, может быть введена проницаемость фронта 
условием αс с  , где с  – молярные концентрации 

диффундирующего компонента по обе стороны грани-
цы, α  – коэффициент проницаемости.  

В [41] было предложено прямо учесть, что в реак-
ции участвует диффундирующий компонент *B , распо-

ложенный по обе стороны фронта реакции – как до-
ставленный к фронту диффузией через область V , так 

и накопленный в области V  и потребляемый распро-

страняющимся фронтом реакции. Был введен пара-
метр β, характеризующий относительный вклад в реак-
цию частиц *B  по разные стороны фронта реакции, и 

условие (2.17) было разбито на два условия, осуществ-
ление которых достаточным для его выполнения: 

    * *
* *ρ 1 β ξ  0,W n M W     V N  (2.18) 

 * *
* *ρ βξ 0.W n M W     V N  

Если β 0 , то, согласно первому из уравнений 

(2.18), в реакции участвует только компонент *B , под-

водимый к фронту диффузией через превращенный ма-
териал. Это случается, если диффузия происходит толь-
ко в превращенном материале, и впереди фронта нет 
диффундирующих частиц, то есть, когда *ρ 0  , как, 

например, при литизации кремния на первых циклах 
заряда литий-ионной батареи [24]. Именно такой случай 
диффузии рассматривался при выводе формулы тензора 
сродства в [34–36].  

Если бы при β 0  диффузия все-таки проходила и в 

непревращенном материале, то это означало бы, что 
фронт реакции не может извлечь из исходного материа-
ла продиффундировавшие ранее частицы * ,B  и они не 
участвуют в реакции. 

Случай β 1  означал бы участие в реакции только 

частиц *B , продиффундировавших ранее в область V , 

без учета подачи диффундирующего компонента через 
превращенный материал.  

Если в реакции участвуют диффундирующие ча-
стицы, находящиеся в превращенном и непревращен-
ном материалах позади и впереди фронта реакции, то 
скорость фронта и скорости диффундирующих частиц 
удовлетворяют неравенству 

* * .W    V N V N  

Тогда из (2.12) следует, что 

0 β 1  . 

Более того, так как, согласно второму из уравне-
ний (2.18), 

 
* *

* *
*

* *

ρ ρβ
1 , β  ,

ξ ρβ
W

n M
 



 
     

 
V N  

то при * 0  V N  имеем  

*0 β β  . 

Выполнение неравенства *β β 1   означало бы, 

что * 0  V N , то есть переориентацию диффузионного 

потока навстречу фронту вследствие интенсивного по-
глощения реакцией набегающих на фронт частиц. Заме-
тим, что исследование возможности разных режимов 
диффузионно-химической кинетики требует полного 
решения уравнений нестационарной диффузии (2.6), 
дополненных кинетическим уравнением для скорости 
химической реакции. 

Таким образом, параметр   характеризует извлека-
емость фронтом химической реакции диффундирующе-
го компонента из материала B  и конкуренцию диф-

фундирующего компонента позади и впереди фронта за 
степень участия в реакции, определяя, какой материал – 
превращенный или исходный – «легче» отдает диффун-
дирующие сквозь него частицы фронту реакции. 

Подчеркнем, что невозможность диффузии в непре-
вращенном материале (впереди фронта реакции) приво-
дит к нереализуемости объемной реакции, когда на ме-
зоуровне в характерных объемах распространяются 
фронты реакции, а характерный объем является смесью 
превращенного и непревращенного материалов. 

 
3. Баланс импульса 

 
Баланс импульса, записанный относительно отсчет-

ной конфигурации для области ,V V V    имеет вид: 

 
   

 

* * *

* * * * *

ρ ρ  dΩ

ρ dΩ ρ ρ ,

V V

V V

D
dV

Dt

dV





    

   

 

 

v v S S N

v V N b b
 (3.1) 
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где , S и *S  – тензоры напряжений Пиолы – Кирхгофа 
для твердого и диффундирующего компонентов, свя-
занные с соответствующими тензорами напряжений 

Коши σ  и * *p  σ E  соотношениями: 

 * *,  ,T TJ J p 
          S σ F S F  (3.2) 

H H    b b b  и * * *H H    b b b  – массовые плот-
ности объемных сил, действующих на компоненты ре-
акции. Второе слагаемое в правой части (3.1) означает 
приток импульса за счет диффузии. 

Аналогично балансу массы, из (3.1) следуют ло-
кальные уравнения в областях V  и V  и условие на 
скачке: 

  
 

      

* *

* * * * * *

ρ ρ

ρ ρ ρ  ,
TT

D

Dt

V





 

       

v v

S S V v b b X
 (3.3) 

  * * * * * *ρ ρ ρ 0 Γ .W      v v S S v V N X        (3.4) 

Заметив, что  

 * * * * * * * *ρ ρ ρ ,W W    v v V N v V N            

перепишем баланс импульса на скачке (3.4) в виде, ко-
торый будет использоваться при дальнейших преобра-
зованиях: 

     *ρ ,W   S N v Q  (3.5) 

где 

    * * * *
* ρ .W     Q S N v V N     (3.6) 

4. Баланс энергии 
 

Баланс энергии для области V V V    имеет вид: 

 

 

 
 

    

2*2
* *

* *

2*

* * *

* * * *

ρ ρ
2 2

  dΩ

ρ dΩ
2

ρ ρ ,

V

V

V

V

vD v
u u dV

Dt

v
u

r r dV





                

      

 
    
 
 

     









v S v S h N

V N

v b v b

 (4.1) 

где *, u u  – массовые плотности внутренних энергий 

твердого и диффундирующего компонентов, v  v , 

*v  v* , h  – вектор теплового потока; r  и *r  – массо-

вые плотности объемного подвода энергии к твердому и 
диффундирующему компонентам. Второе слагаемое в 
правой части баланса (4.1) равно притоку энергии в 
объем за счет диффузии. 

Из (4.1) следуют локальные уравнения в обла-
стях V  и V : 

 2*2
* *ρ ρ  

2 2

vD v
u u

Dt


                

 

     2*

* * * * *ρ
2

TT
v

u



  
                

S v S v h V  (4.2) 

      * * * *ρ ρ  r r V
      v b v b X  

и условие на скачке 

 

 
 

2*2
* *

2*

* * * * *

ρ ρ
2 2

ρ  0 Γ .
2

vv
u u W

v
u

             

 
          
 
 

v S v S h V N X

       
       

(4.3) 

Условие (4.3) будет далее использовано для исклю-
чения скачка вектора теплового потока из выражения 
для производства энтропии.  

 
5. Энтропийное неравенство и тензор  
химического сродства 

 
Второй закон термодинамики, записанный для об-

ласти V V V   , имеет вид: 

 
 

 

* *

* * * * *

ρ ρ  

1ρ dΩ ρ ρ ,

V

V V

D
s s dV

Dt

s r r dV
T T

  

      
 



 
h

V N
 (5.1) 

где s  и *s  – массовые плотности энтропии твердого и 
диффундирующего компонентов, T  – температура. 

Из (5.1) следуют локальные энтропийные неравенства 
(неравенства Клаузиуса – Дюгема) в областях V  и V : 

 

 

   

* * * * *

* *

ρ ρ ρ

1
 ρ ρ 0 

D
s s s

Dt T

r r V
T







      
 

     
 

h
V

X

 (5.2) 

и на распространяющемся фронте реакции 

 * * * * *ρ ρ ρ 0.s s W s
T

    
h

V N
        

 (5.3) 

Предположим, что температура на фронте реакции 
непрерывна. Тогда неравенство (5.3) примет вид: 

  * * * * *ρ ρ ρ 0.T s s W T s     h N V N        (5.4) 
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Исключив из (5.4) скачок вектора теплового пото-
ка h  с помощью баланса энергии (4.3), получим дисси-
пативное неравенство на фронте реакции в виде: 

 

 

 

2*2
* *

2*

* * * * *

Diss  ρ ρ
2 2

ρ  0,
2

vv
f f W

v
f

               

 
         
 
 

v S v S N V N

       
       

 (5.5)  

где * * *, f u Ts f u Ts     – массовые плотности сво-

бодной энергии Гельмгольца твердой и диффундирую-
щей компонент соответственно. 

Далее при преобразовании диссипативного нера-
венства (5.5) используем формулу для скачка произве-
дения: 

        ψη  ψ η ψ η .   (5.6) 

Вначале преобразуем сумму 

  
2

ρ .
2

v
W   v S N

    
 (5.7) 

Из (5.6), кинематического условия (1.8) и затем ба-
ланса импульса (3.5) следует, что 

      

          
       

        
        

    

T

*

 

 

ρ

 ,

T

T T

T

T

W

W W

W W W

W

       

       

          

         

   

v S N v S v S N

v S N N F S N

N F S N N F v S N

N F S N N F v v

N F v Q

 (5.8) 

где связанный с диффундирующим компонентом вектор 

*Q  определен формулой (3.6). 

Используя равенства  

                   2ρ  ρ ρ ,  ρ ρ ρ     v v v v v v v v  

и учитывая, что 

 
 2

,
2

v
 v v  

получим, что 

          2 21ρ ρ ρ .
2

v  v v v  (5.9) 

Подставив (5.9) в (5.8) и учитывая, что 

     
2

2 21 1ρ ρ ρ ,
2 2 2

v
v v 

    
 

а также кинематическую формулу (1.4) и формулу 

     1
,

2
T  F F C  

где 1

2
T C F F  – правая мера деформаций Коши – 

Грина, получим, что сумма (5.7) приводится к виду (см. 
также [36; 46]): 

       

   
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2
2

2
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t t
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W

            
 

 
     
 
 

v S N N F S C N

v v v Q

    
(5.10) 

С учетом (5.10) выражение (5.5) принимает вид: 

 

   
 

   
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2
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T

t

t
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v v
W f W

W
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  
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       

   

(5.11) 

Из формул (3.2), (1.3) и (1.14) следует, что  

  

     

   

 

* * * * *
Γ Γ

*
* * * *
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*
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*

ρ
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ρ
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
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        

  

v S N v S N v v S N

v v F N V v N

V N
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           

     

(5.12) 

Таким образом, слагаемые, связанные с диффунди-
рующим компонентом, приводятся к одному скачку: 
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v v V N

                     
           
       

 (5.13) 

Из (5.11)–(5.13) следует, что выражение для дисси-
пации принимает вид: 
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       

*

 

 (5.14) 

Преобразуем с учетом (2.15) первый скачок в (5.14), 
связанный с твердыми компонентами реакции:  
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 

 
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 (5.15) 

где 

1

ρ
Tf   



  b E F S  

– тензоры химических потенциалов твердых компонен-
тов реакции, равные тензорам энергии-импульса Эшел-
би, деленным на плотности (см. также [36]). Также 
можно ввести динамические тензоры  

 
  2ρ

.
2ρ

d W
  



 b b C  (5.16) 

Скачок 

   
2**

* * * *
Γ*

ρ
2ρ

t
t

vp
f W

 
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величин, связанных с диффундирующим компонентом, 
преобразуем, используя условия баланса массы на 
фронте реакции (2.18): 
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 (5.17) 

где 
*

* *
*

μ .
ρ t

p
f 

 


   

– величины химического потенциала диффундирующе-
го компонента на разных сторонах фронта реакции. 
В результате выражение для диссипации принимает вид  

  Diss  ξ ω 0,W      N A N N A N N  (5.18) 

где тензор химического сродства 
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E  – единичный тензор. Нормальная компонента тензо-
ра химического сродства является множителем при ско-
рости химической реакции в выражении диссипации. 

В квазистатическом приближении  

  * *
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Видим, что выражение для диссипации (5.20) имеет 
вид, аналогичный выражению скалярного химического 
сродства в классической физической химии [33] 

μk k kA n M   

(где стехиометрические коэффициенты берутся со зна-
ком «плюс», если k-й компонент производится в резуль-
тате реакции, и со знаком «минус», если потребляется), 
если заменить в нем скалярные химические потенциалы 
на нормальные компоненты тензоров химического по-
тенциала и учесть возможность разного участия в реак-
ции диффузионного компонента по обе стороны фронта 
реакции.  

Это также дает основание для формулировки кине-
тического уравнения в виде зависимости скорости ре-
акции на ориентированной площадке фронта реакции и, 
следовательно, нормальной компоненты скорости 
фронта реакции от нормальной компоненты тензора 
сродства. Напряжения при этом влияют на скорость 
реакции и скорость фронта через сродство. Заметим 
также, что с точки зрения механики конфигурационных 
сил тензор сродства является конфигурационной силой, 
управляющей распространением фронта реакции (см. 
библиографические ссылки в [38]). 

Если пренебречь влиянием деформаций или считать 
напряженное состояние гидростатическим, когда 

, Tp J p 
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то тензоры Эшелби будут шаровыми: 
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где μ  – массовые плотности скалярных химических 

потенциалов твердых компонентов реакции. Тензор 
сродства будет шаровым:  AA E . 

Полагая в выражении для диссипации (5.20) β 0,  

приходим к полученному ранее выражению для дисси-
пации в случае отсутствия диффузии в непревращенном 
материале [34–36]: 
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которому соответствует тензор химического сродства 
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Заключение 
 

Как было показано ранее для случая упрощенной 
модели диффузии, в данной работе, учитывающей воз-
можность диффузии во всем теле, показано, что в случае 
деформируемого твердого тела химическое сродство яв-
ляется тензором, нормальная компонента которого опре-
деляет скорость реакции на ориентированной площадке, 
проходящей через точку тела, аналогично тому, как тен-
зор напряжений определяет усилие, действующее на 
площадке. В работе также учтен параметр, характеризу-
ющий степень участия в реакции диффундирующего 

компонента, находящегося по обе стороны фронта реак-
ции. Выражение сродства выведено на основе фундамен-
тальных законов – балансов массы, импульса, энергии и 
второго закона термодинамики в виде неравенства 
Клаузиуса – Дюгема без привлечения определяющих 
соотношений компонентов реакции. Непротиворечивость 
модели также подтверждается совпадением с классиче-
скими подходами в случае гидростатически напряженно-
го тела. Выведенное выражение тензора сродства дает 
возможность сформулировать кинетическое уравнение 
для реакции, в котором напряженно-деформированное 
состояние влияет на реакцию через сродство. Кажется 
перспективным использование выведенного выражения 
тензора сродства при моделировании объемных химиче-
ских реакций, которые на мезоуровне протекают на рас-
пространяющихся фронтах реакции. 
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