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 Рассматривается начальное течение при осадке пористого жесткопластического 
кольца в контейнере без трения. Внутренний радиус кольца свободен от напряжений. Ис-
пользуется общепринятая теория пластического течения. Поверхность текучести в про-
странстве линейного и квадратичного инвариантов тензора напряжений представляется 
прямоугольником. Поэтому в общем случае возможны три режима течения. Однако пока-
зано, что единственный режим, который может возникнуть во всем объеме в начальный мо-
мент времени, приводит к пластической несжимаемости. С другой стороны, режим, приво-
дящий к гидростатическому сжатию, никогда не реализуется. Структура общего решения 
зависит от начальных значений относительной плотности и внутреннего радиуса кольца. 
Определена зависимость между этими параметрами, которая приводит к выполнению усло-
вия несжимаемости во всем кольце, но при достижении предельно возможного гидростати-
ческого давления на поверхности контакта кольца и контейнера. В общем случае, в кольце 
существуют две области. В области, примыкающей к внутреннему радиусу кольца, выпол-
няется условие несжимаемости. В области, примыкающей к поверхности контакта кольца и 
контейнера, возникает сингулярный режим на поверхности текучести, и материал является 
пластически сжимаемым. Граница между этими областями определяется в ходе решения 
краевой задачи. В частном случае, условия на границе между областями выполняются на 
внешнем радиусе кольца. Численное решение сводится к определению корня трансцен-
дентного уравнения. Приводится пример расчета, иллюстрирующий распределение ради-
ального, окружного и осевого напряжений по радиусу, а также зависимость усилия прессо-
вания от внутреннего радиуса кольца. 

Ключевые слова: 
пористый материал, условие текуче-
сти, ассоциированный закон течения, 
теория пластического течения, 
жестко/пластический материал, 
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 Considered is the instantaneous upsetting of a porous rigid/plastic ring in a container with no 
friction. The internal ring’s radius is traction-free. A conventional flow theory of plasticity is adopted. 
The yield surface in the linear and quadratic stress invariants' space is rectangular. Therefore, three 
flow regimes are generally possible. However, it is shown that the only regime that may occur in the 
entire volume at the initial instant leads to plastic incompressibility. On the other hand, the regime 
leads to hydrostatic contraction never occurs. The general solution’s structure depends on the initial 
values of the relative density and the inner ring’s radius. The relationship between these parameters 
is determined, which leads to the fulfillment of the incompressibility condition in the entire ring, but 
upon reaching the maximum possible hydrostatic pressure on the contact surface of the ring and the 
container. In general, there are two regions in the ring. In the region adjacent to the inner radius of 
the ring, the incompressibility condition is fulfilled. In the region adjacent to the contact surface of the 
ring and the container, a singular mode occurs on the yield surface, and the material is plastically 
compressible. The boundary between these regions is determined in the course of solving the bound-
ary value problem. In a particular case, the conditions on the boundary between the regions are ful-
filled on the outer radius of the ring. The numerical solution is reduced to determining the root of a 
transcendental equation. An example of calculation is given illustrating the distribution of radial, cir-
cumferential, and axial stresses along the radius, as well as the dependence of the compression force 
on the inner radius of the ring. 

Keywords: 
porous material, yield criterion, associ-
ated flow rule, flow theory of plasticity, 
rigid/plastic material, upsetting a ring, 
flow regimes, singular regime, incom-
pressible material, general solution’s 
structure 

 

 
Введение 

 
Теория пластичности пористых и порошковых ма-

териалов используется для моделирования процессов об-
работки таких материалов давлением. Основной отличи-
тельной особенностью пористых и порошковых матери-
алов, по сравнению с традиционными металлами, 
является пластическая сжимаемость, приводящая к необ-
ратимому изменению объема. Теория пластического те-
чения с учетом изменения объема в большинстве случаев 
основывается на условии текучести, зависящем от сред-
него напряжения, и ассоциированном законе течения [1]. 
Получила также развитие деформационная теория пла-
стичности в предположении, что свойства материала за-
висят от вида деформированного состояния [2, 3]. В этом 
случае, однако, деформации предполагаются малыми, 
что не позволяет использовать такую теорию для моде-
лирования процессов обработки материалов давлением. 
В публикуемой работе используется теория [1]. 

При применении теории [1] различие между опре-
деляющими уравнениями заключается в условии текуче-
сти. Обзоры условий текучести для пористых и порош-
ковых материалов представлены в [1; 4; 5]. Особое место 
среди таких условий текучести занимает цилиндриче-
ское условие текучести. Это условие приводит к незави-
симым механизмам сдвига и уплотнения и позволяет вы-
яснить качественную картину течения на основе более 
простых, по сравнению с другими условиями текучести, 
решений [1]. В частности, использование этого условия 
текучести для анализа процесса осесимметричного вы-
давливания в [6] позволило предсказать качественную 
картину течения, наблюдавшуюся в экспериментах [7]. 
Другие решения для цилиндрического условия 

текучести получены в [8; 9]. В публикуемой работе 
также принимается это условие текучести.  

Пластическая сжимаемость и сопутствующее изме-
нение относительной плотности значительно усложняет 
решение краевых задач, особенно аналитическими мето-
дами. Несколько приближенных решений для осесим-
метричных процессов осадки и выдавливания, получен-
ных методом Хилла, представлены в [10–13]. Метод 
Хилла изложен в [14]. Приближенное решение для вы-
давливания в условиях плоскодеформированного состо-
яния приведено в [15]. Точные аналитические и полуана-
литические решения известны для сферической поры, 
расширяющейся в бесконечной жесткопластической 
среде, [16] и для осадки пористого сплошного цилиндра, 
помещенного в сжимающееся кольцо из пластически не-
сжимаемого материала [17]. 

В случае неустановившихся процессов представ-
ляют интерес решения для начального момента времени. 
Для пластически несжимаемых материалов большое ко-
личество таких решения построено методом линий 
скольжения [18]. Для пластически сжимаемых материа-
лов точных аналитических решений мало. Одно из таких 
решений представлено в [19]. В этой работе рассмотрен 
цилиндр, подвергнутый одновременному растяжению и 
кручению.  В публикуемой работе исследуется напря-
женное состояние в пористом кольце, осаживаемом в 
контейнере. 

 
Постановка задачи 

 
Рассматривается осадка осесимметричного полого 

пористого жесткопластического цилиндра в контейнере 
без учета сил трения (рис. 1). Внешний и внутренний ра-
диусы цилиндра обозначены как 0R  и 0r  
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соответственно. Высота цилиндра равна 0H . Скорость 
движения пуансона равна V. В начальный момент времени 
относительная плотность распределена равномерно и 
равна 0ϑ . Внутренний радиус цилиндра свободен от 
напряжений. Целесообразно ввести цилиндрическую си-
стему координат  , θ,r z , ось z которой совпадает с осью 
симметрии процесса. Решение не зависит от θ.  Нормаль-
ные напряжения в цилиндрической системе координат яв-
ляются главными напряжениями. Обозначим их как σr , 

θσ  и σ z . Среднее напряжение обозначим как σ , а главные 
компоненты тензора-девиатора напряжений как τr , θτ  и 
τz . При σ 0  цилиндрическое условие текучести имеет 
вид [1] 

 

2 2 2
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2 2 2
θ

2 2 2
θ

τ τ τ
τ если σ,

2

τ τ τ
σ и τ ,

2

τ τ τ
σ , если τ .

2

r z
s s

r z
s s

r z
s s

p
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 
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 
  

 
  

  (1) 

 

 
 

Рис. 1. Схема процесса деформирования 
Fig.1. Scheme of the deformation process 

 
 

 

 
 

Рис. 2. Поверхность текучести 
Fig.2. Yield surface 

 

Первое уравнение совпадает с условием текучести Ми-
зеса при σsp   и соответствует линии BC на рис. 2. 
Третье уравнение в пространстве главных напряжений 
соответствует плоскости, параллельной девиаторной 
плоскости, и линии AB на рис. 2. Второе уравнение соот-
ветствует пересечению этой плоскости и поверхности 
Мизеса и точке B на рис. 2. В уравнении (1), τs  – предел 
текучести при чистом сдвиге и sp  – предел текучести 
при всестороннем сжатии. Оба предела являются извест-
ными функциями относительной плотности ϑ . В случае 
беспористого материала 1ϑ , sp   и  (1) сводится к 
условию текучести Мизеса. Уравнения ассоциирован-
ного закона пластического течения зависят от того, какое 
из условий в (1) выполняется. Все случаи представлены 
в [1]. В частности,  

 τξ λ ,
τ

r
r

s

   θ
θ

τξ λ ,
τs

   τξ λ
τ

z
z

s

   (2) 

при выполнении первого уравнения в (1), 

 τ ξξ λ ,
τ 3

r
r

s

    θ
θ

τ ξξ λ ,
τ 3s

    τ ξξ λ
τ 3

z
z

s

    (3) 

при выполнении второго уравнения в (1) и 

 θ
ξξ ξ ξ
3r z     (4) 

при выполнении третьего уравнения в (1). В уравнениях 
(2) – (4), ξr , θξ  и ξ z  - нормальные скорости деформации 
в цилиндрической системе координат, ξ  - относительная 
скорость изменения объема, определяемая как 
 θξ ξ ξ ξ .r z     (5) 
Кроме того, λ 0  и ξ 0.  Пусть ru  и zu  – радиальная и 
осевая скорости, соответственно. Нормальные скорости 
деформации выражаются через эти скорости как 

 ξ ,r
r

u
r




  θξ ,ru
r

   ξ .z
z

u
z




  (6) 

Помимо определяющих уравнений, необходимо удо-
влетворить уравнениям равновесия и уравнению нераз-
рывности. Единственное уравнение равновесия, которое 
не удовлетворяется тождественно, имеет вид 

 θσ σσ 0.rr

r r
  


  (7) 

Уравнение неразрывности может быть представлено в 
форме 
 ξ 0. ϑ ϑ   (8) 
Точка над символом обозначает полную производную по 
времени. Уравнение (8) не оказывает влияния на напря-
женно-деформированное состояние в начальный момент 
времени и поэтому в дальнейшем в статье не использу-
ется. Однако, при необходимости, из этого уравнения 
может быть определено распределение скорости измене-
ния относительной плотности по объему деформируе-
мого материала. 

Рассмотрим краевые условия. Так как внутренняя 
поверхность цилиндра свободна от напряжений, то 
 σ 0r    (9) 
при 0r r . Кинематические краевые условия имеют вид 
 0zu    (10) 
при 0z  , 
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 zu V    (11) 
при 0z H , 
 0ru    (12) 
при 0r R . 

В дальнейшем удобно использовать следующие 
безразмерные величины: 

 

0 0
0 0

0 0 0

0 0 0 0
θ θ

ρ ,  ρ ,   , ,

ε ξ ,  ε ξ ,  ε ξ ,  ε ξ.

r
r

r r z z

r H ur h v
R R R V

H H H H
V V V V

   

   
 (13) 

 
Общая структура решения 

 
Краевые условия (10) и (11) выполняются, если по-

ложить, что 0zu Vz H  . Подставляя это выражение для 
осевой скорости в (6) и используя (13), найдем 

 ε 1.z     (14) 
Дальнейший ход решения зависит от того, какое 

уравнение в (1) имеет силу. Отметим, что наиболее об-
щий случай соответствует второму уравнению в (1) [1]. 
Поэтому, целесообразно начать исследование с этого ре-
жима течения. Уравнение τ τs  удовлетворяется под-
становкой: 

 
θ

2τ sin φτ sin φ, τ τ cosφ ,
3 3

sin φτ τ cosφ .
3

s
r s

z s

 
      

 
    

  (15) 

Здесь φ  – новая неизвестная функция ρ . Исключая λ  в 
(3) и используя (5), получим 

 

 θ θ

θ

3 ξ ξ τ τ .
2ξ ξ ξ τ

r r

z r z

 
     

Переходя в этих уравнениях к безразмерным величинам 
с помощью (13), исключая компоненты тензора-девиа-
тора напряжений с помощью (15) и ε z  с помощью (14), 
найдем 
    θ2ε 3 tan φ 1 ε 3 tan φ 1 .r       (16) 

Соотношения (6) и (13) позволяют выразить εr  и θε  че-
рез rv . В результате, уравнение (16) принимает форму 

    
0

3 tan φ 1
2 3 tan φ 1 .

ρ ρ
r rv v

h

    


 (17) 

Уравнение равновесия (7) с использованием (13) 
можно представить в виде 

 θτ ττσ 0.
ρ ρ ρ

rr    
 

  (18) 

Уравнение σ sp   позволяет исключить σ , а уравнение 
(15) – τr  и θτ . Тогда, уравнение (18) преобразуется к 
форме 

τ1 2sin φ 2cosφ φ cosφ 3sin φ 0.
τ ρ ρ ρ3 3

s s

s

dp d
d d

          
ϑ

ϑ ϑ
  

В начальный момент 0ϑ ϑ , и это уравнение прини-
мает вид 

  3 1 3 tan φφ .
ρ 2ρ

  


  (19) 

Пусть 0φ  – значение φ  при 0ρ ρ . Решение уравнения 
(19) должно удовлетворять краевому условию 0φ φ  
при 0ρ ρ . Из (9) и (15) следует, что 

 0
3sin φ .

2τ
s

s

p
    (20) 

Значения sp  и τs  вычисляются при 0ϑ ϑ . Неравенство 
τs sp   выполняется для любых значений относительной 

плотности при применении общепринятых моделей тео-
рии пластичности пористых материалов [1; 20; 21]. По-
этому, уравнение (20) не имеет решения. Таким образом, 
рассматриваемый режим течения не может иметь силу во 
всей области 0ρ ρ 1  .   

Режим течения, соответствующий третьему уравне-
нию в (1), также не может иметь силу во всей области 

0ρ ρ 1  . Этот вывод следует из противоречия, возникаю-
щего из уравнения (4), которое требует θε εz  , (14) и кра-
евого условия (12), которое требует θε 0  при ρ 1 . 

Рассмотрим режим течения, соответствующий пер-
вому уравнению в (1). Подстановка (15) имеет силу. Из 
(2) следует уравнение несжимаемости, которое может 
быть представлено в виде ξ 0  или ε 0 . Принимая во 
внимание (6), (13) и (14), последнее уравнение преобра-
зуется к форме 

  
0

ρ ρ .
ρ

rv
h





  (21) 

Решение этого уравнения с использованием краевого 
условия (12) определяет зависимость rv  от ρ . Тогда из 
(6) следует 

 2
1 1ε 1 ,
2 ρr

 
    

  θ 2
1 1ε 1 .
2 ρ
 
    

  (22) 

Из (2), (13), (15) и (22), найдем 

 2
2 tan φ 1 11 .

2 ρ3 tan φ

 
      

   

Из этого уравнения можно выразить φ  как  

 
 2

4cot φ 3.
3 1 ρ

 


  (23) 

Так как λ 0 , то из первого уравнения в (2), (15) и 
(22) следует, что  

 sin φ 0.   (24) 
Это неравенство позволяет однозначно определить 

φ  из (23). В частности, из этого уравнения следует 

  0 2
0

4cot φ 3.
3 1 ρ

 


  (25) 

Уравнение (18) после исключения компонент тен-
зора-девиатора напряжений с помощью (15) принимает 
форму 

 

 τ cosφ 3sin φσ .
ρ ρ

sr
 

    
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Переходя здесь к дифференцированию по φ  с помощью 
(23) и исключая затем ρ  с помощью этого же уравнения, 
получим 

  2τ cosφ 3sin φσ .
φ 3 cos2φ sin 2φ

sr
  

 
 (26) 

Отметим, что в режиме течения, соответствующему пер-
вому уравнению в (1), τs  является постоянной величи-
ной. Поэтому, интегрирование уравнения (26) и исполь-
зование краевого условия (9) дает 

 
 

 
 0

φ

φ 0

cos γ 3sin γ tan φ 2 π 6
σ 2τ γ τ ln .

tan φ 2 π 63 cos2γ sin 2γ
r s sd

         
  (27) 

Зависимость среднего напряжения от φ  находим из (15) 
и (27) в виде 

  
 0

tan φ 2 π 6σ 2ln sin φ.
τ tan φ 2 π 6 3s

     
  (28) 

С учетом (24) значение φ  при ρ 1  определяется из (15) 
и (22) как φ π 3s   .  

Построенное решение для режима течения, соответ-
ствующего первому уравнению в (1), имеет силу только 
если σ sp  . Достаточно проверить выполнение этого 
условия при ρ 1 . Исключая σ  в (28) с помощью урав-
нения σ sp  , получим 

  0tan φ 2 π 61 ln 1,
3sk

      
  (29) 

где τs s sk p . Здесь τs  и sp  вычисляются при 0ϑ ϑ . 
Для получения численных результатов необходимо при-
нять конкретную зависимость sk  от относительной плотно-
сти. Зависимости, представленные в [1], имеют вид 

 3 2τ ,s kϑ  
22 ,

3 1s
kp 


ϑ
ϑ

 3 1 .
2sk  ϑ ϑ   (30) 

Здесь k – предел текучести при чистом сдвиге материала 
твердой фазы. Подставляя (30) в (29), получим 

  0

0 0

tan φ 2 π 62 ln 1.
3 1 3

       ϑ ϑ
   

Отсюда, с использованием (25), следует квадратное 
уравнение для определения 0ϑ  как функции 0ρ . Зависи-
мость 0ϑ  от 0ρ  показана на Рис. 3. 

 
Рис. 3. Геометрическая интерпретация общей структуры решения 
Fig.3. Geometric interpretation of the general solution’s structure 

Общая структура решения имеет следующий вид. 
Если 0ϑ  и 0ρ определяют точку линии L (рис. 3), то в 
начальный момент во всей области 0ρ ρ 1   распределе-
ние напряжений удовлетворяет уравнениям (15), (23) и  
(27). При этом уравнение σ sp   выполняется при ρ 1 .  

Если 0ϑ  и 0ρ определяют точку в области 1 (рис. 3), 
то в начальный момент во всей области 0ρ ρ 1   распре-
деление напряжений удовлетворяет уравнениям (15), 
(23) и (27). Таким образом, решение совпадает с реше-
нием на основе условия текучести Мизеса. В связи с этим 
случай, когда 0ϑ  и 0ρ определяют точку в области 1, 
в дальнейшем не рассматривается. 

Если 0ϑ  и 0ρ определяют точку в области 2 (Рис. 3), 
то необходимо строить решение, соответствующее пер-
вому уравнению в (1) в области 0ρ ρ ρs   и второму 
уравнению в (1) в области ρ ρ 1s   . Величина ρs  опре-
деляется в ходе решения. 
 

Решение при реализации 
двух режимов течения 

 
Если 0ϑ  и 0ρ определяют точку линии L, то соответ-

ствующее решение может рассматриваться, как частный 
случай решения для параметров 0ϑ  и 0ρ соответствую-
щих точке в области 2 (рис. 3). В этом частном случае 
ρ 1s  . В связи с этим, решение строится только для слу-
чая, когда реализуются два режима течения. Значения φ  
и rv  при ρ ρs  обозначим как φs  и sv , соответственно.  

В области 0ρ ρ ρs   материал является несжимае-
мым. Принимая во внимание введенные выше обозначе-
ния, решение уравнения (21) представляется в виде 

 
0 0

ρ ρρ .
2 2 ρ

s s
r sv v

h h

 
     

  

Тогда 

 θ 0 2

ρ ρ1ε .
2 2 ρ

s s
sv h

 
     

 (31) 

Из (2) и (13) следует, что θ θε τ ε τz z . Подставляя сюда 
(14), (15) и (31), получим 

 
2

2 2
0

4 3ρtan φ 3 .
ρ 3ρ 2ρs s sv h

 
 

   

Отсюда находим, 
 

0

2 3ρtan φ 3 ,
ρ

s
s

s sv h
 


 

2
0

0 2 2
0 0

4 3ρtan φ 3 .
ρ 3ρ 2ρs s sv h

 
 

  (32) 

Второе уравнение совпадает с (25) при ρ 1s   и 0sv  . 
Из уравнений (32) можно выразить ρs  и sv  как  

 

  
  

 
 

0
0

0

0

tan φ 3 3 tan φ 1
ρ ρ ,

tan φ 3 3 tan φ 1

3 tan φ ρ .
3 tan φ

s
s

s

s s
s

s

v
h

 


 






,    (33) 
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Решение (27) и, следовательно, (28) имеют силу. Таким 
образом, полагая σ sp   в (28) найдем 

 

 
 

0tan φ 2 π 61 2ln sin φ .
tan φ 2 π 6 3 s

s sk

        
Здесь sk  вычисляется при 0ϑ ϑ . Из этого уравнения 
можно выразить 0φ  как 

 0φ φπ 1 2 πtan exp sin φ tan
2 6 2 63

s
s

sk

                   
  (34) 

Рассмотрим область ρ ρ 1s   . В этой области 
имеют силу уравнения (17) и (25). Решение  уравнения 
(25), удовлетворяющее условию φ φs  при ρ ρs , имеет 
форму 

  
 

2 cosφ 3sin φ φ φρ exp .
ρ 3cosφ 3sin φ

s s s

s

             
 (35) 

Пусть φс  - значение φ  при ρ 1 . Уравнение для опре-
деления этой величины следует из (33) и (35) в виде 

  
 

 
 

0

2
0 0

tan φ 3 sin φ 3 cosφ φ φexp
3ρ 3 tan φ 1 cosφ 3sin φ

s s s c

c c

         
  (36) 

Переходя в (17) к дифференцированию по φ  с помощью 
(19), найдем 

  
  0

3 tan φ 1 ρ3
φ 3 tan φ 1

r
r

v v
h

  
 

.   

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию 
0rv   при φ φc , имеет форму 

φ

φ0

φ φ cosφ 3sin φ φ χ1 cosχ 3sin χexp ρexp χ.
3 2 3 cosφ 3sin φ 2 3 cosφ 3sin φc

s s s s
r

s s

v d
h

                 
  

Здесь ρ  необходимо исключить с помощью (35). Тогда, 

 
 

3 tan φ cosφ 3sin φ φ φ 2φ φ φexp exp .
cosφ 3sin φ 2 3 2 33 tan φ

s s s s s c s
r

s

v
v

                      
  (37) 

При выводе этого решения учитывались первое уравне-
ние в (33) и (36), позволившие исключить ρs  и 0φ . Так 
как r sv v  при φ φs , то из (37) следует 

 

 
 

3 tan φ φ φ1 exp 1 .
33 tan φ

s s c

s

           
   

Из этого уравнения определяется зависимость φc  от φs  
в виде 

 

2 3φ φ 3 ln .
3 tan φc s

s

 
     

  (38) 

Исключая в (36) параметры 0φ  и φc  с помощью (34) и 
(38), получаем уравнение для вычисления величины φs . 
Это уравнение решается численно. Остальные пара-
метры, входящие в решение, определяются по формулам 
в (33), (34) и (38).  

Главные напряжения вычисляются как 
θ θσ σ τ , σ σ τ , σ σ τ .r r z z      Зависимость среднего 

напряжения от радиуса в области 0ρ ρ ρs   определяется 
из (23) и (28). Среднее напряжение в области ρ ρ 1s    яв-
ляется постоянной величиной, σ sp  . Компоненты тен-
зора-девиатора напряжений определяются из (15) в обеих об-
ластях. Однако, зависимость φ  от ρ  следует из (23) в обла-
сти 0ρ ρ ρs   и из (35) в области ρ ρ 1s   . Отметим, что 
напряжения не зависят от 0h . Усилие прессования вычисля-

ется как 
0

0

2π σ .
R

z
r

F rdr   Вводя безразмерное усилие прес-

сования соотношением 2
02πτs

Ff
R

 , получим 

 
0

1

ρ

σ
ρ ρ.

τ
z

s

f d   (39) 

Иллюстрация решения 
 

Расчеты выполнялись при 0 0.6ϑ . На рисунках 4, 
5 и 6 показано распределение радиального, окружного и 
осевого напряжений по радиусу для различных значений 

0ρ . Пунктирные кривые соответствуют значению 0ρ , 
при котором во всем кольце выполняется первое уравне-
ние в (1), а второе уравнение в (1) выполняется на по-
верхности контакта деформируемого кольца и контей-
нера. Точки излома кривых на рис. 5 соответствуют гра-
нице между областями, в которых действуют различные 
режимы течения. Как видно из этого рисунка, размер об-
ласти, в которой материал является пластически сжима-
емым, уменьшается при увеличении 0ρ , что согласуется 
с физическими представлениями. На рисунке 7 показана 
зависимость безразмерного усилия прессования от 0ρ , 
определенная по (39). Из этого рисунка видно, что уси-
лие прессования увеличивается при уменьшении 0ρ , что 
также согласуется с физическими представлениями. 

 
Рис. 4. Распределение радиального напряжения по радиусу  

для нескольких значений 0ρ  при 0 0.6ϑ  
Fig. 4. Radial distribution of the radial stress 

for several 0ρ -values at 0 0.6ϑ  
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Рис. 5. Распределение окружного напряжения по радиусу  
ля нескольких значений 0ρ  при 0 0.6ϑ  

Fig. 5. Radial distribution of the circumferential stress for several 
0ρ -values at 0 0.6ϑ  

 
 

Рис. 6. Распределение осевого напряжения по радиусу 
для нескольких значений 0ρ  при 0 0.6ϑ  
Fig. 6. Radial distribution of the axial stress 

for several 0ρ -values at 0 0.6ϑ  

 
 

Рис. 7. Зависимость усилия прессования 
от внутреннего радиуса при 0 0.6ϑ  

Fig. 7. Dependence of the compression force 
on the internal radius at 0 0.6ϑ  

 

Заключение 
 

Построено аналитическое решение для начального 
течения жесткопластического пористого кольца, поме-
щенного в контейнер и подверженному действию сжи-
мающей нагрузки. Численный метод требуется только 
для решения одного трансцендентного уравнения. Мате-
риал кольца подчиняется цилиндрическому условию те-
кучести, что предполагает существование нескольких 
режимов течения. Показано, что, в зависимости от пара-
метров процесса, возможны только два режима: (i) пла-
стически несжимаемый материал во всем объеме кольца,  
(ii) пластически несжимаемый материал в некоторой об-
ласти кольца, примыкающей к его внутренней поверхно-
сти, и сингулярный режим в остальном объеме. В по-
следнем случае материал является пластически сжимае-
мым. Приводится пример расчета распределения 
радиального, окружного и осевого напряжений по ради-
усу, а также зависимости усилия прессования от вели-
чины внутреннего радиуса кольца. Численные резуль-
таты согласуются с физическими представлениями о 
процессе деформирования. 

При разработке новых компьютерных программ 
необходимо проверять результаты расчета по ним с по-
мощью аналитических или полуаналитических решений 
[22–24]. Полученное решение может быть использовано 
для этой цели при разработке компьютерных программ, 
основанных на условии пластичности (1).  

Полученное решение также представляет теорети-
ческую основу для экспериментального определения па-
раметров условия пластичности (1) при различных зна-
чениях начальной относительной плотности. Решение 
имеет силу при отсутствие трения. Однако, известно, что 
при надлежащей обработке торцов заготовки такие ре-
шения успешно используются совместно с эксперимен-
тальными данными [25]. 
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