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 В работе численно исследовано влияние формы поперечного сечения (треугольник, 
квадрат, круг) призматических образцов из тетрахирального метаматериала на их механи-
ческие свойства при одноосном сжатии. Компьютерное моделирование является благопри-
ятным инструментом проверки не только метаматериала, но и конечных форм образцов из 
него. Рассмотрены два способа соединения ячеек в образце, а также две конфигурации об-
разцов, когда центр поперечного сечения вырезанного образца совпадает с: 1) центром тет-
рахиральной структуры и 2) точкой пересечения четырех тетрахиральных структур. При 
смене центра фигур площади поперечных сечений (S) образцов остаются неизменными. 
Обнаружено, что смещение центра влечет изменение объема базового материала (V). За 
счет хиральной структуры образцы из метаматериала проявляют необычный эффект – при 
одноосном сжатии реализуется скручивание вдоль оси нагружения. Зафиксировано, что ло-
кальное вращение хиральных граней может не совпадать с поворотом образца из метама-
териала. При этом, показано, что, несмотря на незначительные различия в пористости 
(86,2 ± 3,79% и 79,88 ± 1,75% для различных способов соединения), изменение формы по-
перечного сечения существенно влияет на деформационное поведение образцов, проявля-
ющееся в изменении угла скручивания (различие до 6,74 раза) и силовой реакции опоры 
(различие до 5,51 раза). Результаты демонстрируют, что геометрия образца оказывает зна-
чительное влияние на его свойства и должна учитываться при проектировании. Таким об-
разом, данное исследование предоставит исследователям основу для эффективной опти-
мизации топологии сложных образцов из метаматериала. Полученные результаты демон-
стрируют возможность управления свойствами изделий из метаматериалов через их 
форму, открывая новые горизонты для применения в различных отраслях. 
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The paper numerically investigates the influence of the cross-sectional shape (triangle, square, 
and circle) of prismatic samples made of a tetrachiral metamaterial on their mechanical properties un-
der uniaxial compression. Numerical modeling is a favorable tool for testing not only the metamaterial, 
but also the final shapes of its samples. Two methods of connecting cells in a sample are considered, 
as well as two sample configurations, when the center of the cross-section of the carved sample coin-
cides with either the center located in the middle of a tetrachiral unit or the center of the cross-section 
is positioned at the intersection point of four tetrachiral units. When changing the shapes’ center, the 
cross-sectional areas (S) of the samples remain unchanged. It was found that the shift of the center 
changes the volume of the base material (V). Due to the chiral structure, the metamaterial samples 
exhibit an unusual effect under uniaxial compression, i.e. twisting along the loading axis. It was rec-
orded that the local rotation of the chiral walls may not coincide with the metamaterial sample’s twisting. 
It was demonstrated that, despite minor variations in porosity (86.2 ± 3.79% and 79.88 ± 1.75% for 
different connection methods), alteration of the cross-sectional shape significantly affects the defor-
mation behavior of the samples, as evidenced by changes in the twist angle (difference up to 6.74 
times) and support force reaction (difference up to 5.51 times). The results indicate that the sample 
geometry has a substantial impact on the sample properties and should be considered at the design 
stage. Thus, this study provides researchers with a basis for an efficient topology optimization of com-
plex metamaterial samples. The obtained results make it possible to control the properties of met-
amaterial products through their shape and offer new applications in various industries. 
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Введение 

Разработка новых материалов представляет огром-
ный потенциал для создания инновационных устройств 
и систем, а также совершенствования уже существующих. 
В то время как обычные материалы обладают присущими 
им свойствами ограниченными их природой, метаматери-
алы открывают беспрецедентные возможности, позволяя 
искусственно манипулировать их внутренней микро-
структурой для проявления новых свойств, не встречаю-
щихся в природе [1; 2]. Это также относится к механиче-
ским метаматериалам, которые были разработаны для де-
монстрации контринтуитивного поведения. Контринтуи-
тивным поведением обладают материалы, к примеру, аук-
сетичные (с отрицательным коэффициентом Пуассона), с 
отрицательным тепловым расширением, с отрицательной 
сжимаемостью, с отрицательной жесткостью и т.п. [3; 4]. 
Подобные свойства замечены в тетрахиральных структу-
рах. Другой важной характеристикой метаматериалов яв-
ляется малый вес и высокая способность поглощения 
энергии, которыми обладают решетчатые (ячеистые) ме-
таматериалы. Недавние достижения в области высокоточ-
ных технологий производства, таких как 3D-печать, зна-
чительно ускорили создание метаматериалов [5; 6]. Более 
того, появление компьютерно-ориентированного проек-
тирования позволило создавать сложные конструкции ме-
таматериалов.  

Тетрахиральные структуры обладают уникальным 
механическим откликом – обеспечивают вращение при 
осевом силовом нагружении. В процессе сжатия/растя-
жения двухмерный образец из тетрахирального метама-
териала будет испытывать сдвиг [7–9]. В трехмерном 
случае это провоцирует скручивание вдоль оси нагрузки 

[10; 11]. Конечные образцы представляют собой строго 
периодическое расположение ячеек и структур. Ячеи-
стая структура позволяет изменять не только способ со-
единения ячеек [12], но и вводить в структуру метамате-
риала неоднородность (топологический дефект) [13–16]. 
Последнее исходит из геометрических вдохновений. 

Ключевым фактором в создании образца из метама-
териала является его область применения. Во-первых, сле-
дует соответствующим образом выбирать базовый мате-
риал для каркаса метаматериала. Базовый материал метама-
териала может быть любым, к примеру, пластик, металл, 
дерево и др. Подавляющее большинство исследуемых ме-
таматериалов изготовлены из полимеров, поскольку они, 
как правило, способны выдерживать большие деформации 
[17]. Для прикладных применений несущая способность 
полимеров часто слишком мала. Поэтому для создания ме-
таматериала в некоторых случаях необходимо использо-
вать металлы или керамику [18]. Во-вторых, если область 
применения связана с человеческим организмом, следует 
также подбирать соответствующую конечную форму об-
разца. Такое применение связано с созданием штифтов 
[19], скаффолдов [20], стентов [21], заплаток на органы [22], 
замены сустава [23], остеоимплантов [24, 25]. Это позво-
ляет говорить о необходимости совершенствования решет-
чатых конструкций. В большинстве случаев точный кон-
троль над свойствами обеспечивается тщательно проду-
манной клеточной архитектурой на структурном уровне. 

Вычислительная оптимизация, использующая ко-
нечно-элементный анализ, позволяет проектировать не 
только геометрию метаматериала, но и конечную форму 
образца. Последнее может в значительной степени вли-
ять на механические свойства и деформационное пове-
дение образцов.  
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В этом исследовании мы проводим численный 
анализ для изучения изменения свойств образцов из тет-
рахирального метаматериала с разными формами попе-
речного сечения. Образцы имели форму призм с равно-
сторонним треугольником, квадратом и кругом в сече-
нии. Выбор таких форм обусловлен вариантами много-
угольников от минимального числа углов до максималь-
ного. До сих пор исследователи делали акцент на образ-
цах, построенных из кубических элементарных ячеек, 
которые имели форму квадратной призмы. Исходя из 
формы образцов, мы фокусируемся на их свойствах , а не 
свойствах метаматериала. Ключевым результатом явля-
ется демонстрация достижения возможных различий в 
свойствах при изменении формы образцов. В качестве 
ключевых параметров, отражающих интересующие нас 
свойства, мы рассматривали угол скручивания, как уни-
кальное свойство хиральной структуры, и силовую реак-
цию опоры, характеризующую жесткость. Указанные 
свойства являются важными характеристиками образцов 
из метаматериала с точки зрения их функционального 
практического применения, и мы изучаем их чувстви-
тельность к форме конечных образцов.  
 
Материалы и методы 
 
Структура метаматериала 

 
Тетрахиральная структура имеет кольцо и четыре 

связки, соединенные с кольцом по касательной. Пара-
метры, описывающие эту структуру, обозначены на 
рис. 1 следующим образом: h – толщина структуры, t – 
ширина связки, r1 и r2 – внутренний и внешний радиусы 
кольца, соответственно. Так как связки с кольцом соеди-
няются по касательной, то существует геометрическая 
связь для определения угла θ через l, r1 и r2. Таким обра-
зом, пять параметров характеризуют тетрахиральную 
структуру. Наиболее значимым, является размер кольца, 
с точки зрения получения наибольшего угла поворота 
[9]. Параметры, описывающие эту структуру, принимали 
следующие значения: h = t= 5 мм, r1 = 12.5 мм, r2 = 17.5 
мм. Макроскопические свойства полученных образцов 
из метаматериала определяются как базовым материа-
лом, так и ячеистой архитектурой. 

Из тетрахираль-
ных структур строится 
кубическая ячейка с 
длиной ребра l. Для со-
здания образца из 
ячеек необходимо вы-
брать способ соедине-
ния ячеек: «присоеди-
нение» – одна ячейка 
соединяется с другой, 
удваивая толщину со-
прикасающихся сте-
нок; «внахлест» – каж-
дая последующая 
ячейка строится от 
предшествующей, что 
не приводит к удвое-
нию внутренних сте-
нок. В данной работе 

рассматривались оба способа. Обычный образец из метама-
териала характеризуется строго периодическим расположе-
нием ячеек. 
 

Образцы из метаматериала 
 

В работе рассмотрены призматические образцы, вы-
резанные из пластины, построенной из метаматериала и со-
стоящей из 9×3×9 элементарных ячеек вдоль осей X, Y и Z 
соответственно. Ее размер обусловлен стремлением выре-
зать сразу несколько образцов из одной пластины при ми-
нимально необходимом количестве ячеек. Фактически, ме-
ханические метаматериалы представляют собой конструк-
ции, построенные из элементов, составляющих структуру. 
Когда таких элементов достаточно много, образец можно 
рассматривать как некую эффективную сплошную среду. 
Вырезанные образцы в сечении имели форму правильного 
треугольника, квадрата и круга. Одна сторона треугольника 
и квадрата была параллельна оси X.  

Вырезание образцов осуществляли вдоль тол-
щины пластины (оси Y). Предполагая, что расположение 
выреза образцов влияет на результаты, были рассмот-
рены два случая, когда центр поперечного сечения выре-
занного образца совпадает с: 1) центром тетрахиральной 
структуры и 2) точкой пересечения четырех тетрахи-
ральных структур (рис. 2). При смене центра фигур пло-
щади поперечных сечений (S) образцов остаются неиз-
менными, а объемы базового материала (V) изменяются: 
1.) S1,m = const, V1,m = const; 
2.) S2,m = S1,m, V2,m ≠ V1,m. 

Здесь индексы 1 – исходный образец (центр попе-
речного сечения находится в центре тетрахиральной 
структуры), 2 – образец со смещенным центром фигуры 
в сечении образца, m – количество углов у фигуры в се-
чении цилиндра. 

 

Математическая модель 
 

В математической модели полагается, что метама-
териал состоит из изотропного базового материала. При-
няты следующие значения механических характеристик 
базового материала: E = 2,6 ГПа – модуль Юнга и 
ν = 0,4 – коэффициент Пуассона. Уточним, что для опи-
сания поведения метаматериала ключевой фактор – это 
геометрия структуры, но не свойства базового материала  

Определение напряженно-деформированного со-
стояния образцов в процессе нагружения проводили мето-
дами численного моделирования. Математическая модель 
для решения поставленной задачи представлена системой 
дифференциальных уравнений механики сплошной среды. 
Система включает уравнения равновесия, соотношения 
Коши для определения деформаций через перемещения и 
определяющие соотношения упругого тела. 

В математической модели учитывалось нелинейное 
поведение метаматериала. Это заключалось в учете геомет-
рической нелинейности с учетом больших перемещений. 
Включение функции больших перемещений многократно 
увеличивает количество итераций методом Ньютона – 
Рафсона вместо единичного решения линейной задачи. 

Для решения системы уравнений применяли метод 
конечных элементов. Конечно-элементная сетка состояла 
из тетраэдрических элементов. Поскольку наш основной 
интерес состоит в описании кручения образца метамате-
риала, сеточная сходимость результатов анализировалась 

 
Рис.1. Тетрахиральная структура 

Fig.1 Tetrachiral structure 
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по значению отклонения вершин верхней грани образца. 
Плотность сетки и размер конечных элементов выбира-
лись из условия сходимости численных результатов [14]. 
По результатам расчетов на сеточную сходимость был 
определен оптимальный средний размер конечного эле-
мента в форме тетраэдра – 1 мм.  

Граничные условия 

Проведено одноосное нагружение (вдоль оси Y) 
полученных образцов. На верхней грани образца при-
кладывалось смещение в направлении, противополож-
ном направлению оси Y, что соответствует сжатию об-
разца: uy|top = –u0. Для образцов, полученных способом 
внахлест u0 = 4,2 мм и способом присоединение 
u0 = 4.5 мм. Эта величина соответствовала 3 % дефор-
мации и не приводила к контактному взаимодействию 
элементов структуры метаматериала. На нижней грани 
образца задано отсутствие перемещений по трем осям: 
ux,y,z|bot = 0. На остальных гранях образца (и гранях эле-
ментов структуры метаматериала) заданы свободные 
граничные условия: σijnj = 0. Здесь ux,y,z – компоненты 
вектора перемещений на соответствующих поверхно-
стях модели, 𝑛𝑛𝑗𝑗  – компоненты вектора нормали к по-
верхности.  

Численное моделирование деформации (сжатие) 
образцов из механического тетрахирального метамате-
риала проводили в статической постановке. Анализиро-
валось скручивание образцов и их жесткость при сжатии 
через силовую реакцию опоры. 

Результаты и их обсуждение 

При вырезании образцов их пористость, а значит 
и объем базового материала в них, может меняться. 
В образце из тетрахирального метаматериала пори-
стость может достигать 80 % [26]. Место выреза об-
разцов оказывает незначительное влияние на значение 
их пористости. Анализ изменения пористости (P) об-
разов, соединенных способом внахлест и присоедине-
ние, показал различия, 86,2 ± 3,79 % и 79,88 ± 1,75 %, 
соответственно. Для разных образцов и рассматривае-

мых случаев архитектура «пор» внутри образцов не 
изменялась. При этом внешняя часть призм может зна-
чительно отличается. Небольшие отклонения от сред-
них значений обычно не влияют на механическое по-
ведение пористых образцов. Однако для метаматериа-
лов это выполняется не всегда.  

Заданное перемещение верхней грани переда-
вало усилие на вертикальные стенки элементарных 
ячеек внутри и снаружи образца. Передача усилия на 
другие тетрахиральные структуры провоцировала 
скручивание всего образца. Поворот сечений изменя-
ется вдоль образца. Наибольшие значения отклоне-
ний, а, следовательно, и угла поворота сечений заме-
чены на верхней грани. Угол поворота обозначен как 
α и определяется через отклонение вдоль осей, перпен-
дикулярных оси нагружения, и радиус описанной 
окружности вокруг фигуры поперечного сечения об-
разца [27]. Скручивание метаматериала оказало влия-
ние на жесткость образцов. 

На рисунке 3 представлены зависимости реак-
ции опоры от угла поворота. Для простоты отображе-
ния результатов число углов (m) для круга примем за 
12 на числовой оси. Дальнейшее изложение будет со-
ответствовать следующему порядку рассмотренных 
случаев: 

– I – способ соединения внахлест, центр фигур в
центре 1 тетрахиральной структуры,

– II – способ соединения внахлест, центр фигур в
пересечении 4 тетрахиральных структур,

– III – способ соединения присоединение, центр
фигур в центре 1 тетрахиральной структуры,

– IV – способ соединения присоединение, центр фи-
гур в пересечении 4 тетрахиральных структур.

Направление хиральности верхней грани имеет 
направление против часовой стрелки, но скручивание 
образца направлено по часовой стрелке, если смотреть 
сверху. Это связано с совокупным вращением других 
тетрахиральных структур, расположенных в стенках 
образца, которые обеспечивают его скручивание. 
В большинстве случаев видно, что значение угла по-
ворота треугольной призмы находится между значени-
ями для квадратной и круглой призм. 

Рис. 2. Пластина из метаматериала 

Fig. 2 Sample of metamaterial 
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Рис. 3. Изменение силовой реакции опоры в зависимости от угла поворота 

Fig. 3. Change in force reaction depending on the rotation angle 

В случае I замечена явная тенденция: увеличение 
угла поворота приводит к уменьшению силовой реакции 
опоры. В случае II квадратная призма не подчиняется 
данной тенденции, у нее наименьший угол поворота и 
реакция опоры. Сравнивая случаи I и II можно отметить, 
что значения реакции опоры для треугольной и круглой 
призм близки друг к другу. Для квадратной призмы по-
нятно, почему значение настолько снизилось, это свя-
зано с внешними гранями. В случае I контур фигуры по-
перечного сечения проходит по граням, а в случае II — 
проходит через ячейки. Таким образом количество це-
лых тетрахиральных структур значительно снижается. 
Под целой понималась тетрахиральная структура, имею-
щая контакт со смежными структурами той же плоско-
сти. В призматических образцах наблюдалось значитель-
ное различие в целых тетрахиральных структурах. В тре-
угольной, квадратной и круглой призмах, полученных 
способом внахлест было 94, 108 и 68 целых структур, со-
ответственно. А в образцах, полученных способом при-
соединение было 62, 76 и 116 целых структур для анало-
гичных призм. Таким образом прослеживается связь 
между количеством целых тетрахиральных структур в 
образце и значением скручивания. 

Для образцов, в которых ячейки соединялись спо-
собом присоединение, характерны меньшие значения 
угла поворота и более высокие значения силовой реак-
ции опоры. Определяющим механизмом этого отличия 
выступает разное направление вращение тетрахираль-
ных структур соприкасающихся ячеек. 

Случай III схож по описанию со случаем I, но от-
личается противоположными тенденциями: 

– квадратная призма скручивается на меньший 
угол по сравнению с остальными призмами, а также 
имеет наименьшее значение силовой реакции опоры; 

– круглая призма скручивается на меньший угол и 
имеет большее значение реакции опоры. Значения для 
треугольной призмы имеют обратную зависимость. 

В случае IV замечено одинаковое значение угла 
поворота для разных форм поперечного сечения. При 
этом силовая реакция опоры различается, что свидетель-
ствует о вкладе структуры образцов в механическое по-
ведение. Таким образом, видно, что способ соединения 
ячеек влияет на механическое поведение.  

Было замечено, что случаи II и IV проявили оди-
наковый характер распределения жесткостей: 

– треугольная призма имеет наибольшее значение 
реакции опоры; 

– значения для квадратной и круглой призм 
близки по значению. 
 
Заключение 
 

В работе изучались призматические образцы из 
тетрахирального метаматериала. Образцы были выре-
заны из пластин и имели в сечении треугольник, квадрат 
и круг. Две пластины различались способом соединения 
ячеек метаматериала. В ходе исследования рассмотрены 
две области выреза образцов.  

Исследовалось механическое поведением образ-
цов при осевом сжатии. За счет хиральной структуры об-
разцы из метаматериала проявляют необычный эффект – 
при одноосном сжатии реализуется скручивание вдоль 
оси нагружения. Отличие между наибольшим и наимень-
шим значениями угла поворота составила 6,74 раза. Ана-
логичное соотношение силовой реакции опоры соста-
вило 5,51. При том, что пористость образцов отличалась 
незначительно. 

Проведен анализ попарных случаев и по результа-
там можно сформулировать следующие качественные 
выводы: 
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– существует явная связь между количеством це-
лых тетрахиральных структур в образце и значением 
скручивания; 

– способ соединения ячеек в образце оказывает до-
минирующее влияние на механическое поведение; 

– оптимизировав форму и внутреннюю структуру
образца возможно достичь желаемых механических ха-
рактеристик. 

Перспективы 

Механические метаматериалы могут обладать вы-
сокой жёсткостью и прочностью при низкой плотности, 
но часто за счёт низкой пластичности и растяжимости – 
постоянного компромисса для материалов [28]. Полу-
ченные результаты также показывают существующую 
связь между жесткостью и гибкостью и возможностью 
это контролировать. Вероятно, результаты, полученные 
для тетрахирального метаматериала не ограничиваются 
только такой структурой. При этом стоит понимать, что 
у данного типа структур присутствует уникальный меха-
нический отклик, который также вносит вклад в механи-
ческое поведение ячеистого метаматериала. 

В общем результаты данной работы подчерки-
вают значимость выбора формы сечения для 

проектирования изделий из материалов с определенными 
механическими свойствами. Наш анализ может облегчить 
интеграцию метаматериалов в инженерные приложения, 
такие как строительные конструкции или имплантаты, с 
учетом формы конечных образцов. Изученные механиче-
ские свойства образцов из метаматериала различных 
призматических форм позволяют не только углубить по-
нимание их механического поведения, но и вносит вклад 
в разработку новых финальных инженерных изделий с за-
данными свойствами [29]. Таким образом, мы предпола-
гаем, что наше исследование предоставит исследователям 
основу для эффективной оптимизации топологии слож-
ных образцов из метаматериала. Наше исследование ме-
ханических свойств образцов из метаматериала с тетрахи-
ральной структурой может дать информацию для буду-
щих исследований в области проектирования 
функциональных метаматериалов. Полученные данные 
демонстрируют возможность управления свойствами из-
делий из метаматериалов через их форму, открывая новые 
горизонты для применения в различных отраслях. За рам-
кой данной работы оказался вопрос о влиянии количества 
ячеек в исходной пластине, из которой были вырезаны об-
разцы. Изменяя количество ячеек, образец должен рас-
сматриваться как новая эффективная среда. Это составля-
ющая косвенно продемонстрирована в работе [30].  
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