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 Современные технологии аддитивного производства, такие как селективное лазерное 
плавление (СЛП) и прямое лазерное выращивание (ПЛВ), позволяют создавать сложнопро-
фильные металлические изделия с уникальными свойствами. Неотъемлемой особенностью 
этих процессов является формирование специфической микроструктуры, наличие остаточных 
напряжений и определенного уровня пористости. Совокупное воздействие этих факторов при-
водит к выраженной анизотропии механических характеристик и их сильной зависимости от 
многочисленных технологических параметров печати. В связи с этим актуальной задачей яв-
ляется разработка надежных математических моделей, способных прогнозировать механиче-
ские свойства таких материалов. В работе рассмотрены подходы для описания механических 
свойств композиционных материалов, предложенные в литературе и основанные на методе 
пространственного осреднения. Использованы для сравнения математические модели, вклю-
чая вилки Фойгта – Рейса и Хашина – Штрикмана, модели Мори – Танака, Кристенсена и Эшби, 
применяемые для расчета зависимости модуля Юнга, модуля сдвига, коэффициента Пуас-
сона и предела текучести от пористости. Для описания механических характеристик в зависи-
мости от температуры рассмотрены модели Вачтмана для модуля Юнга и пороговых напря-
жений (mechanical threshold stress) для модуля сдвига. Основной целью исследования явля-
лась проверка применимости и оценка точности моделей, применяемых для анализа 
анизотропных металлических материалов, полученных СЛП и ПЛВ способами аддитивной 3D-
печати. Согласно результатам нашего исследования, модель Кристенсена, а также модель 
Гибсона – Эшби продемонстрировали хорошее согласие с экспериментальными данными, до-
ступными в современной научной литературе, что позволяет рекомендовать их для инженер-
ных расчетов, связанных с влиянием пористости. В то же время, математические модели, учи-
тывающие температурные изменения механических характеристик, показали неудовлетвори-
тельное или невысокое соответствие реальным экспериментальным данным, полученным для 
материалов аддитивного производства. В качестве альтернативы в статье предлагается ис-
пользование полиномиального разложения для описания зависимостей механических харак-
теристик от температуры. Таким образом, на основе проведенного в работе комплексного и 
детального анализа для каждой отдельной механической характеристики предложена и фор-
мализована конкретная регрессионная модель, которая рекомендуется для использования в 
практических инженерных расчетах и численном моделировании. 
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 Modern techniques of additive manufacturing, such as selective laser melting (SLM) and direct 
energy deposition (DED), enable the creation of complex metal parts with unique properties. How-
ever, an inherent characteristic of these processes is the formation of a specific microstructure, resid-
ual stresses, and a certain level of porosity. The combined effect of these factors naturally leads to 
the pronounced anisotropy in mechanical properties and its strong dependence on various process 
parameters. Therefore, the development of accurate and reliable mathematical models capable of 
predicting the mechanical properties of such materials is essential. Therefore, this paper examines 
approaches to averaging the mechanical properties of materials based on spatial averaging, pro-
posed in the literature for describing composite materials. The mathematical models, including 
Voigt  – Reiss and Hashin – Shtrikman bounds, Mori – Tanaka, Christensen and Ashby models, have 
been used to calculate Young's modulus, shear modulus, Poisson's ratio, and yield strength as func-
tions of porosity. To describe these mechanical characteristics as functions of temperature, the 
Wachtman model for Young's modulus and the Mechanical Threshold Stress model for shear modu-
lus are considered. The primary objective of the study was to test the applicability and assess the 
accuracy of models used to analyze anisotropic metal materials produced with SLM and DLD. Ac-
cording to the obtained results, the Christensen model, as well as the Gibson – Ashby model, demon-
strated sufficient agreement with experimental data available in the literature. It allows them to be 
recommended for engineering calculations related to the effect of porosity. At the same time, the 
mathematical models accounting for temperature-related changes in mechanical properties have 
shown poor correspondence with actual experimental data got for additively manufactured materials. 
As an alternative, the article proposes a polynomial expansion to describe the temperature depend-
ence of mechanical properties. Thus, based on a comprehensive and detailed analysis for each indi-
vidual mechanical property, a specific regression model was ultimately proposed and formalized, 
which is recommended for practical engineering calculus and computer simulation. 
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Введение 

 
Аддитивная 3D-печать является одной из дина-

мично развивающихся технологий в современной про-
мышленности, которая позволяет создавать сложные де-
тали и конструкции с минимальным расходом материала. 
Это делает её востребованной в аэрокосмической про-
мышленности, автомобилестроении, медицине и энерге-
тике. Однако несмотря на преимущества аддитивных 
технологий, таких как гибкость проектирования, возмож-
ность создания лёгких и оптимизированных структур, а 
также сокращение времени производства, вопросы, 

связанные с прогнозированием механических свойств 
изделий, остаются крайне актуальными.  

Механические характеристики материалов, полу-
ченных с помощью аддитивного производства, могут от-
личаться от свойств изделий, изготовленных стандарт-
ными методами. Это связано с особенностями техноло-
гического процесса, такими как послойное нанесение 
материала, термические напряжения, возникающие при 
охлаждении, а также наличие внутренних дефектов (пор, 
трещин, неоднородности структуры). Эти факторы вли-
яют на прочность, усталостную долговечность, твёр-
дость и другие механические свойства, что делает 
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необходимым их тщательное исследование и контроль 
качества изделий [1].  

Актуальность изучения механических свойств 
при аддитивном производстве обусловлена рядом при-
чин. В отдельных областях применения, где отказ изде-
лия или иная ситуация, когда деталь или конструкция пе-
рестает выполнять свои функции из-за разрушения, мо-
жет привести к катастрофическим последствиям. Иссле-
дование влияния параметров 3D-печати (скорости пе-
чати, температуры, мощности лазера и др.) на механиче-
ские свойства позволяет оптимизировать процесс 3D пе-
чати и улучшить качество изделий. Аддитивные техноло-
гии позволяют создавать лёгкие и прочные структуры 
с уникальной геометрией, например, решётчатые кон-
струкции или топологически оптимизированные детали. 
Таким образом, исследование поведения их механиче-
ских свойств в зависимости от температуры и пористо-
сти крайне важным для определения условий, при кото-
рых будут достигаться необходимые функциональность 
и долговечность изделий [2]. 

Аддитивные технологии широко применяются 
при изготовлении титановых имплантатов. В работе [3] 
установлено, что направление выращивания суще-
ственно влияет на микроструктуру и механические свой-
ства изделий. Авторы подчеркивают необходимость 
дальнейших исследований для учета дополнительных 
факторов, таких как постобработка и параметры печати, 
чтобы оптимизировать качество и надежность медицин-
ских имплантатов. 

Таким образом, изучение и прогнозирование ме-
ханических свойств материалов и изделий, полученных 
с помощью аддитивных технологий, является важным 
направлением современных исследований. Оно не 
только способствует повышению качества и надёжно-
сти аддитивно произведённых деталей, но и открывает 
новые возможности для инноваций в материаловедении 
и инженерии. Следует также упомянуть, что для ана-
лиза и прогнозирования поведения таких материалов на 
макроуровне активно применяются методы механики 
сплошных сред, которые позволяют рассматривать ма-
териалы как сплошные среды, абстрагируясь от их мо-
лекулярного строения. 

Целью настоящей статьи является проверка при-
менимости и оценка точности математических моделей, 
предложенных в литературе для анализа анизотропных 
композиционных материалов, в приложении к металли-
ческим образцам, полученным методами СЛП и ПЛВ пе-
чати. Для достижения поставленной цели авторами ре-
шались следующие задачи:  

1. Анализ развитых в литературе математических мо-
делей, описывающих влияние пористости и температуры на 
основные механические характеристики материалов. 

2. Выявление моделей, обеспечивающих более
точное описание влияния анизотропии и температуры на 
основные механические свойства материала, произве-
денного аддитивным способом. 

3. Поиск опубликованных экспериментальных
данных по механическим свойствам нержавеющей стали 
03Х17Н14М2 (англ. 316L) и титанового сплава ВТ6 
(англ. Ti-6Al-4V), полученных методами СЛП и ПЛВ. 

4. Сопоставление теоретических моделей с экспе-
риментальными данными. Наложение эксперименталь-

ных результатов на аналитические модели с целью вери-
фикации точности аналитических моделей. 

5. Поиск моделей, наиболее точно описывающих за-
висимость прочностных характеристик 316L и Ti-6Al-4V от 
структурных особенностей и температурных условий. 

Научная новизна полученных в статье результатов 
связана с исследованием зависимости между механиче-
скими свойствами, пористостью и температурой в мате-
риалах, полученных методом аддитивной печати. Важно 
отметить, что при печати пористых изделий, фильтров и 
костных заменителей объемная доля пористости может 
достигать 30%. В этом случае формирующиеся поры 
имеют нерегулярный и извилистый характер, в резуль-
тате зависимость механических характеристики от пори-
стости носит более сложный характер в сравнении с ма-
териалами, где поры изолированы и их объемная доля 
мала. До проведения исследований в настоящей статье 
эта взаимосвязь для извилистых пористых каналов была 
неочевидна. В отношении зависимости от температуры 
авторы ранее столкнулись со значительным разбросом 
экспериментальных данных. Данная проблема была ре-
шена методами аппроксимации данных, описанными 
в настоящей работе. 

Методы осреднения при описании 
механики неоднородных сред 

В механике сплошных сред рассматривается дви-
жение таких материальных тел, которые заполняют про-
странство непрерывно, причём их молекулярным стро-
ением пренебрегают. Считаются непрерывными и ха-
рактеристики тел, такие как плотность, напряжения, 
скорости движения частиц сплошной среды и т. д. Это 
обуславливается тем, что линейные размеры, с кото-
рыми имеет дело механика сплошных сред, значительно 
больше межмолекулярных расстояний. Минимально 
возможный объем тела, который позволяет исследовать 
его выбранные свойства, называется представительным 
объемом. 

Эффективные свойства многофазной среды ис-
пользуются в механике многофазных сред для расчета 
процессов переноса и деформаций материалов в прибли-
жении сплошной среды. При этом основные уравнения 
динамики могут быть получены с использованием двух 
подходов. При первом подходе уравнения выводятся фе-
номенологически на основании анализа балансов пото-
ков и источниковых слагаемых в локальном объеме. При 
втором подходе указанные уравнения могут быть выве-
дены после осреднения уравнений, описывающих мик-
роскопическое движение в физической системе на 
уровне частиц, причем осреднение должно выполняться 
как в объеме фаз, так и на межфазных поверхностях. Та-
ким образом, методика осреднения уравнений является 
одним из ключевых элементов при построении много-
уровневых моделей. Этой тематике ранее был посвящен 
ряд диссертационных исследований, выполненных 
С.В. Мозолиным (Москва, 1984), О.А. Ивановой (Москва, 
1993), М.В. Соловейчик (Москва, 1993), В.Ю. Дубинской 
(Москва, 1994), А.С. Слуцким (Санкт-Петербург, 2005). 
(Работы приведены в хронологическом порядке.) В тео-
рии затвердевания наиболее строгое определение макро-
точки было дано И.Л. Воробьевым и Г.Ф. Баландиным 
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(Москва, 1980) при формулировке уравнений двухфаз-
ной зоны. Рассмотрим основные понятия и определения, 
связанные с процедурой осреднения. 

В литературе описано несколько методов осред-
нения: пространственное, временное, пространственно-
временное и вероятностное. Как отмечено в [4], все ме-
тоды приводят практически к одинаковым системам 
осредненных уравнений и их различие проявляется 
лишь при обосновании, выборе основных гипотез и раз-
работке методов экспериментального измерения сред-
них параметров и выявления связей между ними. Про-
странственное осреднение может проводиться либо по 
объему, либо в плоском сечении объёма в зависимости 
от рассматриваемой физической характеристики. В не-
которых случаях осреднение проводится по произволь-
ной поверхности, соответствующей границе раздела 
фаз. Для этого в точке 𝑃𝑃 осреднения, определяемой ра-
диус-вектором 𝐫𝐫,  задается либо элементарный объем 
𝛿𝛿𝛿𝛿, либо плоское сечение 𝛿𝛿𝛿𝛿, для которых точка 𝑃𝑃 яв-
ляется геометрическим центром [4]: 

𝒓𝒓 =
1
δ𝑉𝑉

� 𝑟𝑟′𝑑𝑑′𝑉𝑉
𝛿𝛿𝛿𝛿

= � 𝑟𝑟′𝑑𝑑′𝑆𝑆
𝛿𝛿𝛿𝛿

. (1) 

Далее для корректного проведения осреднения 
накладывается ограничение, что линейный размер 
𝛿𝛿𝛿𝛿 объeма 𝛿𝛿𝛿𝛿 или сечения 𝛿𝛿𝛿𝛿 во много раз превосходит 
размер 𝑙𝑙 неоднородности осредняемого поля и много 
меньше, чем характеристический пространственный 
масштаб 𝐿𝐿 анализируемого физического явления: 

𝐿𝐿 ≫ δ𝑥𝑥 ≫ 𝑙𝑙, δ𝑥𝑥~(δ𝑉𝑉)
1
3~(δ𝑠𝑠)1/2. (2) 

Определим объемную и поверхностную доли 
фазы в элементарном объеме или плоском сечении как 

𝛼𝛼𝑉𝑉𝑖𝑖 =
δ𝑉𝑉𝑖𝑖
δ𝑉𝑉

,𝛼𝛼𝑆𝑆𝑖𝑖 =
δ𝑆𝑆𝑖𝑖
δ𝑆𝑆

, �α𝑉𝑉𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

=  �α𝑆𝑆𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

≡ 1. (3) 

Введем усредненные значения 〈φ𝑖𝑖
′〉𝑉𝑉𝑖𝑖 и 〈φi

′〉𝑆𝑆𝑖𝑖, где 
〈 〉 − угловые скобки обозначают усреднение по про-
странству скалярного поля 𝜑𝜑 по объeмам фаз 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 и сече-
ниям 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖: 〈φ𝑖𝑖

′〉𝑉𝑉𝑖𝑖 = 1
δ𝑉𝑉𝑖𝑖

∫ φ𝑖𝑖
′𝑑𝑑′𝑉𝑉,δ𝑉𝑉𝑖𝑖

  〈φ𝑖𝑖
′〉𝑆𝑆𝑖𝑖 = 1

δ𝑆𝑆𝑖𝑖
∫ φ𝑖𝑖

′𝑑𝑑′𝑆𝑆.δ𝑆𝑆𝑖𝑖
 

Поскольку результат осреднения зависит от формы, 
расположения и размеров элементарного объёма (сече-
ния), то необходимо ввести некоторые условия на ин-
тервал значений линейного размера δ𝑥𝑥 области осред-
нения. Формулы осреднения по поверхности применя-
лась для обработки данных прямого моделирования 
механических свойств, результаты которого представ-
лены на рис. 1 и 2. 

В диссертации А.С. Слуцкого (Санкт-Петербург, 
2005) были сформулированы и решены задачи теории 
осреднения в областях с анизотропной фрактальной 
структурой: рассмотрены краевые задачи с коэффициен-
тами, обладающими свойством «ветвления» по одному 
направлению и краевые задачи в перфорированных об-
ластях при сгущающейся перфорации. Автор выделяет, 
что подобные структуры возникают в задачах математи-
ческого моделирования биологических систем, а также 

в задачах механики разрушения. Данный подход суще-
ственно расширил математический аппарат механики 
неоднородных сред. 

В работе [5] рассматривается численный метод 
многоуровневого моделирование гетерогенных материа-
лов, где под гетерогенными материалами понимаются 
металлические сплавы, пористые среды, поликристалли-
ческие материалы и композиты. Автор подчёркивает, что 
разные фазы, присущие таким материалам, определяют 
микроструктуру материала. Кузнецова в своей работе ис-
следует вычислительный метод гомогенизации, связыва-
ющий микро- и макро- масштабы, что позволяет учиты-
вать большие деформации и вращение как на макро-, так 
и на микро- масштабах. Также предложенный подход 
подходит для произвольного поведения материала. Дан-
ная работа внесла вклад в развитие многомасштабного 
моделирования, предлагая эффективные вычислитель-
ные стратегии для инженерного анализа и проектирова-
ния материалов со сложной геометрией. 

В статье [6] рассматриваются ключевые под-
ходы к моделированию текстильных композитов с ак-
центом на методы осреднения (гомогенизации) их 
свойств. Авторы анализируют стратегии многоуровне-
вого моделирования, связывающие микро- и мезо-
структуру материала с его макроскопическим поведе-
нием. Особое внимание уделяется сложной геометрии 
текстильных композитов (тканых, трикотажных, не-
тканых), где ориентация волокон, плетение и взаимо-
действие между фазами существенно влияют на меха-
нические характеристики. Предлагается комбинация 
численных методов и аналитических моделей, позво-
ляющая эффективно предсказывать жесткость, проч-
ность и повреждение материала при различных типах 
нагружения. Одним из важных аспектов работы явля-
ется обсуждение проблем проверки (валидации) моде-
лей. Авторы подчеркивают необходимость сопостав-
ления расчетных данных с экспериментальными ре-
зультатами, включая использование рентгеновской 
томографии для точного воспроизведения реальной 
структуры композита. Также рассматриваются упро-
щающие допущения, которые позволяют снизить вы-
числительную стоимость моделирования без значи-
тельной потери точности. 

Модели расчета 
механических свойств 

Механические характеристики материалов, такие 
как модуль Юнга, модуль сдвига, коэффициент Пуас-
сона, предел текучести и ударная вязкость, не только 
описывают способность материала сопротивляться де-
формациям и разрушению, но и тесно взаимосвязаны 
между собой. В данной статье исследовались механиче-
ские свойства стали 316L (аустенитная нержавеющая 
сталь) и сплава Ti-6Al-4V (титановый сплав на основе 
системы Ti-6%Al-4%V), которые широко применяются 
в различных отраслях промышленности благодаря вы-
игрышной комбинации прочностных, коррозионных 
и механических свойств. Механические свойства ука-
занных сплавов при нормальных условиях представ-
лены в табл. 1.  
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Таблица 1/Table 1 

Механические свойства стали 316L и сплава Ti-6Al-4V 
Mechanical properties of the stainless steel 316L and titanium alloy Ti-6Al-4V 

Механическая 
характеристика 

Модуль Юнга 
(E, Па) 

Модуль сдвига 
(G, Па) 

Коэффициент 
Пуассона (𝑣𝑣, -) 

Предел текучести 
(σ, МПа) 

316L 193×109 73×109 0,33 595 [7] 
Ti-6Al-4V 114×109 42×109 0,34 1015 [8] 

Сталь 316L обладает высокой коррозионной 
стойкостью, жаропрочностью и пластичностью, что де-
лает её востребованной в химической, нефтегазовой и 
энергетической отраслях. Сплав Ti-6Al-4V, в свою оче-
редь, характеризуется высокой удельной прочностью при 
низкой плотности, коррозионной стойкостью, что обу-
славливает его применение в аэрокосмической промыш-
ленности и медицине. Химический состав сплава влияет 
на механические свойства материала, влияние любого 
элемента химического состава можно разделить на не-
сколько аспектов: 1) влияние на кристаллическую струк-
туру (например, Al в титановых сплавах повышает проч-
ность и термостойкость), 2) влияние на упрочнение 
(например, углерод в составе повышает твердость). Боль-
шое влияние на механические свойства оказывают также 
примесные компоненты сплава: например, Fe в сплаве Ti-
6Al-4V ухудшает коррозионную стойкость. В табл. 2 ниже 
приведен химических состав сплавов согласно ГОСТ (для 
ВТ6 ГОСТ 19807-91, для 03Х17Н14М2 – ГОСТ 5632-72), 
исследованных в данной статье. 

Таблица 2/Table 2 
Химический состав нержавеющей стали 316L 

и титанового сплава Ti-6Al-4V 
Chemical composition of the stainless steel 316L 

and titanium alloy Ti-6Al-4V 

Сплав 316L (03Х17Н14М2) Ti-6Al-4V (ВТ6) 

Основа Fe  ~65–70 % Ti  ~90 % 

Легирующие 
элементы 

Cr (16–18 %), 
Ni (12–14 %), 
Mo (2–3 %) 

Al (5,5–6,75 %), 
V (3,5–4,5 %) 

Примеси Mn, Si, C, P, S Fe, O, N, C, H 

Зависимость основных 
механических характеристик 
от пористости материала 

Пористость материала является одной из струк-
турных характеристик, оказывающей влияние на его ме-
ханические свойства. Под пористостью понимается доля 
пустот (пор) в общем объёме материала. Наличие пор мо-
жет быть как естественным свойством материала (напри-
мер, в керамике, пенопластах или природных материа-
лах, таких как древесина), так и результатом специаль-
ного технологического процесса (например, в металли-
ческих композитах). В случае аддитивных технологий 
поры интерпретируются как дефекты, связанные с не-
полным сплавлением материала. Степень пористости, 
размер, форма и пространственное распределение пор 

существенно влияют на прочность, жёсткость, упру-
гость, твёрдость и ударную вязкость материалов. Увели-
чение пористости, как правило, приводит к снижению 
плотности материала, что может быть полезным для со-
здания лёгких конструкций [9]. Однако это также сопро-
вождается уменьшением механической прочности и 
жёсткости, поскольку поры создают области концентра-
ции напряжений и снижают эффективное сечение мате-
риала, способное воспринимать нагрузки. 

Изучение зависимости механических свойств от 
пористости имеет важное значение для проектирова-
ния и оптимизации материалов в различных отраслях, 
включая аэрокосмическую промышленность, строи-
тельство, медицину и энергетику. Например, в аэро-
космической отрасли лёгкие пористые материалы ис-
пользуются для снижения массы конструкций, а в ме-
дицине пористые биосовместимые материалы 
применяются для создания имплантатов, способству-
ющих регенерации тканей. 

В данном разделе рассматриваются зависимости 
механических характеристик материалов от пористости. 
Анализируются аналитические модели, описывающие 
эту зависимость, а также экспериментальные данные, 
подтверждающие влияние пористости на механическое 
поведение материалов. Ниже представлены аналитиче-
ские модели и основные уравнения для механических 
свойств. 

Модели Фойгта и Рейса 

Модели Рейсса и Фойгта [10] являются клас-
сическими подходами для оценки эффективных меха-
нических свойств композиционных материалов. Они 
используются для расчёта основных механических ха-
рактеристик в зависимости от свойств компонентов 
композита и их объёмных долей. Эти модели пред-
ставляют собой верхнюю и нижнюю границы эффек-
тивных свойств композита и широко применяются в 
материаловедении. 

Предположим, что каждый компонент компо-
зита описывается однородными определяющими соот-
ношениями. Тогда осуществляется однородная дефор-
мация, т.е. εα = ε0 и ⟨𝜎𝜎⟩ = ∑ 𝑣𝑣α𝐹𝐹α(ε0)𝑞𝑞

α=1 , где ε – одно-
родная деформация, ⟨σ⟩ – среднее напряженное 
состояние, 𝑣𝑣𝛼𝛼 – объёмная доля, 𝑞𝑞 – число компонентов 
в композите, 𝐹𝐹α – линейный оператор связывающий 
между собой тензор деформаций и тензор напряже-
ний. Такой приближенный подход определения эф-
фективных определяющих соотношений называется 
подходом Фойгта. 

Для двухкомпонентного материала в подходе 
Фойгта эффективные механические характеристики 
определяются следующим образом: 
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𝐾𝐾∗ = 𝛼𝛼пор.𝐾𝐾1 + �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐾𝐾2, 
𝐺𝐺∗ = 𝛼𝛼пор.𝐺𝐺1 + �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐺𝐺2, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1,

(4) 

где, 𝐾𝐾∗ – эффективный модуль объёмного сжатия, 𝐺𝐺∗ – 
эффективный модуль сдвига, 𝐸𝐸∗ – модуль Юнга, 𝑣𝑣 – ко-
эффициент Пуассона, αпор. – объемная концентрация 
первого компонента (объемная доля пор), (1 − αпор.) – 
объемная концентрация второго компонента (объемная 
доля металлической фазы), 𝐾𝐾1,𝐾𝐾2,𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 – объемные мо-
дули упругости и модули сдвига первого и второго ком-
понента, соответственно. 

Пусть каждый компонент композита описыва-
ется линейно-упругими определяющими соотношени-
ями, осуществляющими однородное напряженное состо-
яние, т.е. σα = σ0. Тогда ⟨ε⟩ = ∑ 𝑣𝑣𝛼𝛼𝐻𝐻𝛼𝛼(σ0)𝑞𝑞

𝛼𝛼=1 , где σ0 – 
однородное напряженное состояние, ⟨ε⟩ – средняя де-
формация, 𝑣𝑣𝛼𝛼 – объёмная доля, 𝑞𝑞 – число компонентов 
в композите, 𝐻𝐻α – линейный оператор, связывающий 
между собой тензор напряжений и тензор деформаций. 
Такой приближенный подход определения эффективных 
определяющих соотношений называется подходом 
Рейсса. Для двухкомпонентного материала в подходе 
Рейсса эффективные механические характеристики 
определяются следующим образом: 

𝐾𝐾∗ =
𝐾𝐾1𝐾𝐾2

𝛼𝛼пор.𝐾𝐾2 + �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐾𝐾1
, 

𝐺𝐺∗ =
𝐺𝐺1𝐺𝐺2

𝛼𝛼пор.𝐺𝐺2 + �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐺𝐺1
, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1.

(5) 

Пользуясь подходом Рейсса и Фойгта при 𝐾𝐾1 >
𝐾𝐾2,  𝐺𝐺1 > 𝐺𝐺2 можно получить так называемую «вилку» 
Фойгта – Рейсса, т.е. ограничения на эффективные мо-
дули упругости сверху и снизу. Эффективные свойства 
композита, как правило, находятся между значениями, 
предсказанными моделями Фойгта и Рейсса. 

Модель Хашина – Штрикмана 

Модель Хашина – Штрикмана (Hashin – Shtrikman) 
[10] также является широко используемой моделью для
оценки эффективных механических свойств композицион-
ных материалов. Она предоставляет более точные границы
для эффективного модуля упругости и модуля сдвига по
сравнению с классическими моделями Фойгта и Рейсса.
Представленные выше модели Фойгта и Рейсса представ-
ляют собой простейшие подходы к оценке эффективных 
свойств композитов. Модель Фойгта предполагает, что де-
формации в композите распределены равномерно, что дает
верхнюю оценку для эффективных свойств композитов. 
Модель Рейсса, напротив, предполагает, что напряжения
распределены равномерно, и дает нижнюю оценку. Однако 
эти модели не учитывают взаимодействие между компо-

нентами композита и их микроструктуру, что приводит к 
широким границам для эффективных свойств.  

Модель Хашина – Штрикмана предполагает, что 
композит можно представить как однородную среду, в 
которой включения одного материала распределены в 
матрице другого материала. При этом учитывается взаи-
модействие между включениями и матрицей, что позво-
ляет более точно описать эффективные свойства компо-
зита и дать более узкие ограничения сверху и снизу на 
механические характеристики. Стоит отметить, что дан-
ная модель применима для композитов с использованием 
разной геометрией включений, включая сферические, 
эллипсоидные и другие формы. 

Для двухкомпонентного материала верхняя гра-
ница оценки механических характеристик определятеся 
следующим образом: 

𝐾𝐾∗ =
𝐾𝐾1𝐾𝐾2 + 4

3 �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐺𝐺2𝐾𝐾2 + 4
3𝛼𝛼пор.𝐺𝐺2𝐾𝐾1

𝐾𝐾1 + 4
3𝐺𝐺2 − 𝛼𝛼пор.(𝐾𝐾1 + 𝐾𝐾2)

, 

𝐺𝐺∗ = 𝐺𝐺2 +
𝛼𝛼пор.

1
𝐺𝐺1 − 𝐺𝐺2

+ 6
5

(𝐾𝐾2 + 2𝐺𝐺2)�1 − 𝛼𝛼пор.�
(3𝐾𝐾2 + 4𝐺𝐺2)𝐺𝐺2

, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1.

(6) 

Для двухкомпонентного материала в подходе Ха-
шина – Штрикмана нижняя граница для оценки механи-
ческих характеристик определяется выражениями: 

𝐾𝐾∗ =
𝐾𝐾1 �𝐾𝐾2 + 4

3𝛼𝛼пор.𝐺𝐺1� + 4
3 �1 − 𝛼𝛼пор.�𝐺𝐺1𝐾𝐾2

𝐾𝐾1 + 4
3𝐺𝐺1 − 𝛼𝛼пор.(𝐾𝐾1 + 𝐾𝐾2)

, 

𝐺𝐺∗ = 𝐺𝐺1 +
1 − 𝛼𝛼пор.

1
𝐺𝐺2 − 𝐺𝐺1

+ 6
5

(𝐾𝐾1 + 2𝐺𝐺1)𝛼𝛼пор.
(3𝐾𝐾1 + 4𝐺𝐺1)𝐺𝐺1

, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1.

(7) 

Модель Хашина – Штрикмана является важной 
для оценки эффективных механических свойств компо-
зиционных материалов. Этот подход позволяет получить 
более точные границы (вилки) для эффективных моду-
лей упругости по сравнению с классическими оценками 
Фойгта и Рейсса. Стоит отметить, что модели Фойгта-
Рейсса и Хашина-Штрикмана  применимы только при 
малых значениях пористости ниже 0.1%, где поля 
напряжений можно считать однородными. 

Модель Кристенсена 

Модель Кристенсена (Christensen model) – это 
усовершенствованная модель оценки эффективных ме-
ханических свойств композиционных материалов, кото-
рая учитывает не только объёмные доли компонентов, но 
и их микроструктуру, включая форму и распределение 
включений. Эта модель является развитием моделей Ха-
шина – Штрикмана и предоставляет собой оценки для 
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эффективных модулей упругости, особенно для компо-
зитов с неоднородной структурой [11]. Уравнения мо-
дели Кристенсена имеют вид: 

𝐾𝐾∗ =  
4
3
𝐺𝐺0

(1 + 𝑣𝑣0)𝛼𝛼𝑠𝑠
2(1 − 2𝑣𝑣0) + (1 − 𝑣𝑣0)(1 − 𝛼𝛼𝑠𝑠)

, 

𝐺𝐺∗ = 𝛼𝛼𝑠𝑠𝐺𝐺0, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1,

(8) 

где 𝑣𝑣0 – начальный коэффициент Пуассона, 𝐺𝐺0 – начальный 
модуль сдвига исходного материала, 𝛼𝛼𝑠𝑠 – структурный па-
раметр, который связывает изменения механических 
свойств с пористостью 𝛼𝛼𝑠𝑠 = (1−α0.)𝑛𝑛(α0− α)

α0
, где α0,α – 

начальная (объемная доля пор в исходном состоянии мате-
риала) и конечная (актуальная объёмная доля пор в рас-
сматриваемом состоянии) пористость материала, 𝑛𝑛 = α0+ α

α0
. 

Модель Мори – Танака 

Модель Мори – Танака (Mori – Tanaka) – это одна из 
наиболее популярных и точных моделей оценки эффектив-
ных механических свойств композиционных материалов. 
Она учитывает взаимодействие между включениями (по-
рами) и матрицей (сплошным телом), что делает её полез-
ной для композитов с умеренными объёмными долями 
включений (обычно до 30–40 %). Модель широко применя-
ется в материаловедении для прогнозирования модулей 
упругости, предела текучести и других механических ха-
рактеристик [12]. Уравнения модели Мори – Танака: 

𝐾𝐾∗ = 𝐾𝐾1  
𝛼𝛼пор.(𝐾𝐾2 + 𝐾𝐾1)

1 + 𝛾𝛾(1 − 𝛼𝛼пор.)(𝐾𝐾2 − 𝐾𝐾1)
, 

𝐺𝐺∗ = 𝐺𝐺1 +
𝛼𝛼пор. (𝐺𝐺2 + 𝐺𝐺1)

1 + 𝛽𝛽(1 − 𝛼𝛼пор.)(𝐺𝐺2 − 𝐺𝐺1)
, 

𝐸𝐸∗ =
9𝐾𝐾∗𝐺𝐺∗

3𝐾𝐾∗ + 𝐺𝐺∗
,

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1,

(9) 

где 𝐾𝐾1, 𝐾𝐾2 – объёмные модули упругости матрицы и 
включений, 𝛼𝛼пор. – объёмная доля включений, γ – пара-
метр, зависящий от формы включений (для сферических 
включений γ = 3𝐾𝐾1

3𝐾𝐾1+4𝐺𝐺1)
), 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2 – модули сдвига мат-

рицы и включений, β – параметр, зависящий от формы 
включений (для сферических включений β = 6(𝐾𝐾1+2𝐺𝐺1)

5(3𝐾𝐾1+4𝐺𝐺1)
).

Модель Гибсона – Эшби 

Модель Гибсона – Эшби (Gibson – Ashby) – это 
подход [13], разработанный М. Эшби для анализа и оп-
тимизации механических, термических и других свойств 
с точки зрения их структуры и пористости. Модель ши-
роко используется в материаловедении и инженерии. 
Модель Гибсона – Эшби может быть адаптирована для 
анализа и оптимизации пористых композитов [14]. Урав-
нения модели имеют вид: 

𝐸𝐸∗ =  𝐸𝐸0(1 − 𝛼𝛼пор.)𝑛𝑛, 
𝐺𝐺∗ = 𝐺𝐺0(1 − 𝛼𝛼пор.)𝑛𝑛, (10) 

𝜈𝜈 =
𝐸𝐸∗

2𝐺𝐺∗
− 1, 

𝜎𝜎0.2
∗ =  𝜎𝜎0(1 − 𝛼𝛼пор.)𝑛𝑛. 

где αпор. – пористость материала, 𝑛𝑛 – эмпирический па-
раметр, принимаемый от 1 до 3. Для модуля Юнга и мо-
дуля сдвига 𝑛𝑛 = 3, для предела текучести 𝑛𝑛 = 1.  

Модель Сибилева и Мишина 
для предела текучести 

Модель разработана для вычисления эффектив-
ных механических свойств материалов с учетом их пори-
стости и начальной относительной температуры. В ис-
следовании [15] представлены экспериментальные дан-
ные о пределе текучести и описана модель, на основе 
которой была создана так называемая «модель предела 
текучести». Основное уравнение модели имеет вид: 

𝜎𝜎02∗ =  𝜎𝜎02 �1 −
𝛼𝛼пор.

𝛼𝛼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
�, 

(11) 

где σ02, σ02∗  – начальные и эффективные пределы текуче-
сти, αпор., αmax – текущая и конечная пористости. 

Температурное поведение 
механических характеристик сплавов 

Механические характеристики материалов могут 
существенно изменяться в зависимости от температуры. 
При повышенных температурах материалы становятся 
менее жёсткими и прочными, но более пластичными, что 
связано с увеличением подвижности атомов и дислока-
ций в кристаллической решётке. Изучение зависимости 
механических характеристик от температуры важно для 
материалов, используемых в экстремальных условиях. 
Например, в газотурбинных двигателях лопатки турбин 
работают при температурах, близких к 1000 °C, что тре-
бует использования жаропрочных сплавов с высокой 
термической стабильностью.  

В данной главе рассматриваются модели зависимо-
сти механических свойств материалов от температуры, 
начиная от комнатной (298 К) и заканчивая температурой 
солидус. Особое внимание уделяется классическим теоре-
тическим моделям, приведённым в литературе. На основе 
анализа предложены рекомендации по выбору модели для 
работы в широком диапазоне температур, что может быть 
полезно для инженеров и исследователей, работающих в 
области материаловедения и механики. 

Модель Вачтмана для модуля Юнга 

Модель Вачтмана (Wachtman model) представляет 
собой эмпирическую модель, которая описывает зависи-
мость модуля Юнга (E) от температуры для керамиче-
ских и кристаллических материалов. Эта модель широко 
используется для анализа изменения упругих свойств 
материалов при повышении температуры. Модель Вачт-
мана основана на экспериментальных данных. Она была 
предложена J. B. Wachtman и развита в работах [16 – 19] 
для расчета модуля Юнга 𝐸𝐸∗: 
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𝐸𝐸∗ = 𝐸𝐸0 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑒𝑒
𝑇𝑇0
𝑇𝑇 , (12) 

где 𝐸𝐸∗ – эффективный модуль Юнга, 𝐸𝐸0 – модуль Юнга 
при 𝑇𝑇0 = 298 K, b – параметр, определяемый по исход-
ным данным. 

Модель порогового сдвигового напряжения 
для модуля сдвига 

Модель порогового сдвигового напряжения (англ. 
mechanical threshold stress (MTS)) – это теоретическая мо-
дель, которая описывает зависимость механических 
свойств материалов, включая модуль сдвига G, от темпе-
ратуры, скорости деформации и микроструктуры матери-
ала. Модель MTS [19; 20] широко используется для ана-
лиза пластического деформирования металлов и сплавов, 
особенно в условиях высоких температур и динамических 
нагрузок. Модель была создана в рамках модели пластич-
ности MTS (Mechanical Threshold Stress), поэтому ее часто 
называют моделью модуля сдвига MTS, согласно которой 
модуль сдвига определяется следующим образом: 

𝐺𝐺∗ =  𝐺𝐺0  −  
𝐷𝐷

𝑒𝑒
𝑇𝑇0
𝑇𝑇 − 1

, (13) 

где 𝐺𝐺0 – модуль сдвига при 𝑇𝑇0 = 273 К, D – константа, 
характеризующая конкретный материал (подбирается 
эмпирически). 

Результаты и их обсуждение 

В данном разделе представлено поведение меха-
нических характеристик, описанное с помощью аналити-
ческих моделей, приведённых в разделе 3. Моделирова-
ние проводилось с использованием параметров, харак-
терных для исследуемых материалов: стали 316L и 
сплава Ti-6Al-4V. Для каждой механической характери-
стики построены графики, на которых отображены как 
предлагаемые модели, так и экспериментальные данные, 
приведённые в различных источниках. 

Зависимость механических свойств 
материалов от пористости 

Для объективной оценки применимости моделей 
и их точности использовалась метрика для сходимости, 
вычисляемой по формуле: 

ω = �1 −
∑�φэксп�αпор.� −  φмодель�αпор.��

∑�φэксп�αпор.��
� · 100 % , (14) 

где φэксп�αпор.� – экспериментальное значение механи-
ческой характеристики при пористости αпор., 
φмодель�αпор.� – соответствующее значение расчетной 
величины. 

Расчеты были произведены раздельно для двух диа-
пазонов пористости: 

1. Низкая пористость до 10 %, характерная для АТ-
материалов. 

2. Высокая пористость от 10–30 % и более, создается
намеренно для получения материалов с сетчатой или по-
ристой структурой. 

Такой подход позволяет оценить область адекватно-
сти каждой модели и дать рекомендации по их примене-
нию в зависимости от целевого уровня пористости. Ос-
новные результаты расчета метрики представлены ниже 
в табл. 3 и 4. 

На рисунке 1 представлены результаты расчета 
основных механических характеристик сплава 316L в за-
висимости от пористости материала, а также экспери-
ментальные данные, приведённые в литературе. 

В работе проводилось определение механических 
свойств методом прямого моделирования, когда представи-
тельный объем материала  с контролируемой пористостью 
механически нагружался в программном пакете Comsol 
Multiphysics. 2D-подход был применен для идентификации 
параметров модели, в частности, определения пористости 
на микрошлифах. 3D-постановка использовалась при ана-
лизе объемных пористых материалов. Значения механиче-
ских характеристик определялись прямым расчетом на ос-
новании приложенной нагрузки и наблюдаемых при моде-
лировании деформаций представительных объемов с 
различной пористостью. Результаты прямого моделирова-
ния представлены на рис. 1 и 2. 

Для исследования зависимости модуля Юнга от 
пористости материала были проанализированы резуль-
таты расчетов, представленные на рисунке 1(а). На гра-
фик нанесены все рассмотренные аналитические мо-
дели, представленные в разделе 2, а также эксперимен-
тальные данные, полученные из литературных источ-
ников [21–24]. Следует отметить, что большая часть 
экспериментальных данных, приведенных в литера-
туре, относится к материалам с низкими значениями по-
ристости до 10 %. Однако в работе [22] были представ-
лены результаты экспериментальных исследований для 
материалов с более высокой пористостью, что позво-
лило расширить диапазон анализа. 

При сравнении аналитических моделей с экспе-
риментальными данными была выявлена хорошая схо-
димость модели Гибсона – Эшби с эксперименталь-
ными данными. Данная модель демонстрирует высо-
кую точность в описании экспериментальных данных 
как для материалов с низкой пористостью, так и для 
материалов с высокой пористостью. Это делает мо-
дель Гибсона – Эшби универсальным инструментом 
для прогнозирования модуля Юнга в широком диапа-
зоне значений пористости. 

Похожую картину можно наблюдать при исследова-
нии зависимости модуля сдвига от пористости, что отра-
жено на рис. 1 (b). Литературные данные, касающиеся этой 
характеристики, представлены преимущественно для низ-
кого диапазона значений пористости до 10 % [21; 22], что 
ограничивает понимание поведения модуля сдвига при вы-
соких значениях пористости. Это создает определенные 
сложности при попытке аппроксимации эксперименталь-
ных результатов для образцов с высокой пористостью. Од-
нако несмотря на ограниченность экспериментальных дан-
ных, анализ представленных моделей позволяет сделать 
вывод о том, что для описания модуля сдвига в широком 
диапазоне значений пористости подходят как модель Кри-
стенсена, так и модель Гибсона – Эшби. Обе модели демон-
стрируют хорошую сходимость с имеющимися экспери-
ментальными данными и могут быть использованы для 
прогнозирования поведения модуля сдвига в зависимости 
от пористости материала. 
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а b 

c d 
Рис.1. Результат расчета основных механических свойств в зависимости от пористости для стали 316L. 

Модель предела текучести на рисунке (d) соответствует уравнению (11). Сравнение с экспериментальными данными 
проведено на основании источников: (а) [21–24], (b) [21; 22], (c) [25], (d) [24] 

Fig. 1. Principal mechanical properties as functions of porosity calculated for 316L stainless steel. 
The model for the yield stress in subfigure (d) is calculated using Eq. (11).The simulated results are compared 

to the experimental data: (a) [21–24], (b) [21; 22], (c) [25], (d) [24] 

Следует подчеркнуть, что коэффициент Пуассона, 
как правило, не измеряется напрямую, а вычисляется с ис-
пользованием известных уравнений, связывающих его с 
другими механическими свойствами, такими как модуль 
Юнга и модуль сдвига. На график были нанесены данные, 
полученные из литературных источников [25] для железа, 
что позволяет провести сравнительный анализ. Хотя сплав 
316L имеет железо в качестве основы, его свойства суще-
ственно отличаются от чистого железа из-за легирующих 
элементов (хрома, никеля, молибдена), которые придают 
материалу коррозионную стойкость и повышенную проч-
ность. Отметим, что наличие молибдена в составе сплава 
316L может оказывать влияние на механические свойства, 
потенциально ухудшая их. Это важно учитывать при 

интерпретации результатов. В случае описания зависимо-
сти коэффициента Пуассона от пористости невозможно ка-
чественно оценить поведение данной характеристики при 
различной пористости. Данная характеристика напрямую 
зависит от модуля Юнга и модуля сдвига, поэтому для ее 
расчета можно использовать модели Кристенсена и Гиб-
сона-Эшби, которые демонстрируют хорошую сходимость 
с имеющимися данными и позволяют прогнозировать по-
ведение характеристик модуля Юнга и модуля сдвига в за-
висимости от пористости материала. 

Анализ зависимости условного предела текучести 
от пористости позволяет сделать вывод о том, что экспери-
ментальные данные [24] при малых значениях пористости 
демонстрируют значительный разброс в значениях. Таким 
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образом, для визуализации данных условного предела теку-
чести от пористости (в диапазоне от 0 до 0,5) была выбрана 
логарифмическая шкала по оси X, поскольку верификаци-
онные данные сосредоточены в узком интервале (от 0 до 
0,1). В линейном масштабе эти значения сливаются, что за-
трудняет анализ, тогда как логарифмическое представле-
ние позволяет четко выделить зависимость в области ма-
лых значений пористости. Это особенно важно для выявле-
ния закономерностей в низкопористых образцах, где 
традиционная шкала затрудняет анализ, а логарифмическая 
– улучшает интерпретацию. Исходя из анализа можно сде-
лать вывод, что модель предела текучести (уравнение (11))
хорошо описывает тенденцию экспериментальных данных.

На рис. 2 представлены результаты расчетов ос-
новных механических характеристик сплава Ti-6Al-4V в 
зависимости от пористости материала. 

При анализе зависимости основных механических 
характеристик от пористости для сплава Ti-6Al-4V получены 
выводы, которые оказались схожими с теми, что были опи-
саны для сплава 316L. Это свидетельствует о наличии общих 
закономерностей в поведении механических свойств 

пористых материалов. Однако для некоторых характери-
стик, таких как модуль сдвига и коэффициент Пуассона, по 
нашим сведениям, экспериментальные данные для сплава 
Ti-6Al-4V представлены в литературе в недостаточном коли-
честве, что ограничивает возможность их прямого анализа.  

Таким образом, исследование зависимости механи-
ческих свойств материалов от пористости позволяют сделать 
вывод о том, что модели Фойгта – Рейса и Хашина – Штрик-
мана для пористых материалов задают верхние и нижние 
пределы механических свойств, что приводит к значитель-
ному разбросу значений. Это делает их менее эффективными 
для точного прогнозирования механических характеристик. 
Вилки не учитывают множество факторов, влияющих на ме-
ханические свойства, таких как структура пор, их распреде-
ление и взаимодействие между ними, что может вызывать 
значительные расхождения между предсказанными и реаль-
ными значениями. Эти модели могут быть применимы 
только для определённых типов пористых материалов и не 
всегда подходят для более сложных систем. Хотя они обес-
печивают широкий диапазон значений, они не отражают ре-
альное поведение материалов.  

а b 

c d 
Рис. 2. Результат расчета основных механических характеристик в зависимости от пористости 

для сплава Ti-6Al-4V. Сравнение с экспериментальными данными проведено на основании источников: 
(a) [24; 26–29], (d) [24; 26; 29]

Fig. 2. Principal mechanical properties as functions of porosity calculated for the Ti-6Al-4V alloy. 
The simulated results are compared to the experimental data: (a) [24; 26–29], (d) [24; 26; 29] 



Мосина Р.М., Гильмутдинов В.Ф., Кривилев М.Д. / Вестник ПНИПУ. Механика 6 (2025) 116–134 

126 

Таблица 3/Table 3 
Результаты оценки сходимости расчетных значений 

к экспериментальным данным для стали 316L 
Results of the convergence assessment of the calculated 

values to the experimental data for 316L steel 

Характе-
ристика Модель 

Низкая 
(до 10 %) 

пористость 
материала 

Высокая 
(от 10 до 50 %) 

пористость 
материала 

Сходимость, % 

М
од

ул
ь 

Ю
нг

а 

Гибсона – Эшби 93,17 94,59 

Кристенсен 93,8311 12,46 

Хашин 90,921 4,94 

Штрикман 2,7411 0 

Рейс 2,74 0 

Фойгт 88,17 0 

Мори – Танака 90,46 0 

М
од

ул
ь 

сд
ви

га
 

Гибсона – Эшби 96,58 - 

Кристенсен 96,25 - 

Хашин 93,8 - 

Штрикман 0 - 

Рейс 0 - 

Фойгт 91,01 - 

Мори – Танака 93,18 - 

К
оэ

фф
иц

ие
нт

 П
уа

сс
он

а 

Гибсона – Эшби 93,8 96,71 

Кристенсен 95,052 82,50 

Хашин 86,19 75,79 

Штрикман 49,56 53,92 

Рейс 0 0 

Фойгт 83,69 67,50 

Мори – Танака 86,09 69,93 

П
ре

де
л 

те
ку

че
ст

и 
(с

м.
 сн

ос
ку

) 
*)

Модель предела 
текучести 10,49 35,75 

Гибсона – Эшби 1,92 4,68 

Примечание: оценка сходимости для предела текучести дает 
крайне низкие значения из-за большого разброса эксперимен-
тальных данных. Это было отмечено в статье, что полноценная 
верификация для предела текучести была затруднена, по-
скольку авторы статьи не смогли найти надежные и согласую-
щиеся данные измерений без значительных разбросов. 

Таблица 4/Table 4 
Результаты оценки сходимости расчетных значений 
к экспериментальным данным для сплава Ti-6Al-4V 

Results of the convergence of calculated values 
to experimental data for the Ti-6Al-4V alloy 

Характе-
ристика 

Модель 

Низкая 
(до 10 %) 

пористость 
материала 

Высокая 
(от 10 до 50%) 

пористость 
материала 

Сходимость, % 

М
од

ул
ь 

Ю
нг

а 

Гибсона – Эшби 95,85 26,95 
Кристенсен 96,43 18,25 

Хашин 95,362 16,566 
Штрикман 26,80 0 

Рейс 26,80 0 
Фойгт 94,22 0 

Мори – Танака 94,22 0 
М

од
ул

ь 
сд

ви
га

 
Гибсона – Эшби 

Не были найдены 
экспериментальные 

данные 

Кристенсен 
Хашин 

Штрикман 
Рейс 

Фойгт 
Мори-Танака 

К
оэ

фф
иц

ие
нт

 П
уа

сс
он

а Гибсона – Эшби 

Не были найдены 
экспериментальные 

данные 

Кристенсен 
Хашин 

Штрикман 
Рейс 

Фойгт 

Мори – Танака 

П
ре

де
л 

те
ку

че
ст

и Гибсона – Эшби 90,786 0 

Модель придела 
текучести 

90,6776 21,201 

Модель Мори – Танака занимает промежуточное 
положение между моделями Фойгта и Хашина, что делает 
ее одной из часто используемых для анализа механиче-
ских свойств композитных и пористых материалов. Од-
нако при попытке прогнозирования механических свойств 
с использованием данной модели наблюдается тенденция 
к завышению результатов, что снижает ее точность и не 
позволяет качественно описывать поведение материала. 
Это ограничивает ее практическую применимость в слу-
чаях, когда требуется высокая достоверность прогнозов. 
В литературе, в частности в работе [29], имеются подтвер-
ждения того, что модель Мори – Танака действительно 
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демонстрирует завышенные значения при описании меха-
нических характеристик. Это связано с тем, что модель 
предполагает идеализированные условия взаимодействия 
между фазами материала, что не всегда соответствует ре-
альным физическим процессам. Таким образом, несмотря 
на широкое использование модели Мори – Танака в тео-
ретических исследованиях, ее применение для прогнози-
рования механических свойств требует осторожности и 
дополнительной проверки с использованием эксперимен-
тальных данных или более точных моделей, таких как мо-
дели Кристенсена или Гибсона – Эшби. 

Авторы данной статьи предлагают использовать 
модели Кристенсена и Гибсона – Эшби для наиболее точ-
ного расчета механических свойств материалов в зависи-
мости от пористости. Эти модели демонстрируют высо-
кую сходимость с экспериментальными данными и поз-
воляют учитывать широкий диапазон значений порис-
тости, что делает их универсальными инструментами 
для анализа. Данные модели успешно описывают пове-
дение таких характеристик, как модуль Юнга, модуль 
сдвига, коэффициент Пуассона и предел текучести как 
при низких, так и при высоких значениях пористости. 
Это особенно важно для материалов, используемых в ин-
женерных приложениях, где точность прогнозирования 
механических свойств играет ключевую роль. Таким об-
разом, использование моделей Кристенсена и Гибсона – 
Эшби позволяет не только улучшить качество анализа, 
но и обеспечить надежную основу для проектирования 
и оптимизации пористых материалов с заданными меха-
ническими свойствами. 

Зависимость механических свойств 
материалов от температуры 

Согласно результатам проведённого исследова-
ния, авторами статьи установлено, что аналитические 
модели, включая модель Вачтмана и модель порогового 
сдвигового напряжения для модуля сдвига, лежат ниже, 
чем экспериментальные данные, взятые из литературных 
источников. Это расхождение указывает на то, что ана-
литические модели недостаточно точно описывает ре-
альное поведение материалов. Для улучшения точности 
и более адекватного описания основных механических 
характеристик предлагается использовать регрессион-
ную полиномиальную модель. Такая модель позволяет 
учесть нелинейные эффекты и наиболее близко описать 
экспериментальные данные. Подробное описание пред-
ложенной полиномиальной модели для всех механиче-
ских характеристик дано ниже. 

Полиномиальная модель 

Полиномиальная модель для прогнозирования 
ОМХ представляет собой разложение искомой функции 
в ряд по степеням независимых переменных, который 
позволяет исследователям и инженерам точно предска-
зывать поведение материалов. В частности, эта модель 
может быть использована для аппроксимации и прогно-
зирования основных механических свойств в зависимо-
сти от температуры. Полиномиальная модель имеет вид, 
представленный уравнением (15): 

𝑂𝑂(𝑇𝑇) = ∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=−𝑚𝑚 = 𝑏𝑏−𝑚𝑚𝑇𝑇−𝑚𝑚 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑇𝑇𝑛𝑛, (15) 

где 𝑂𝑂(𝑇𝑇) – некоторая механическая характеристика, Т – 
температура, 𝑏𝑏𝑖𝑖  – коэффициенты, определяемые на ос-
нове экспериментальных данных, 𝑚𝑚,𝑛𝑛 – предельные по-
рядки отрицательных и положительных степеней. 

Выбор оптимальной степени полинома прово-
дился по единому алгоритмы с помощью следующих ин-
формационных критериев: 

1. Информационный критерий Акаике (AIC):

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝑘𝑘 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑛𝑛
�, (16) 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =  �(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝚤𝚤�)2
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

, (17) 

где k – число параметров модели, n – число точек, RSS – 
сумма квадратов ошибок вычисляемая по формуле (17), 
𝑦𝑦𝑖𝑖 – экспериментальные точки, 𝑦𝑦𝚤𝚤�  – точки модели поли-
нома, N – количество точек данных. 

2. Байесовский информационный критерий (BIC):

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ln𝑛𝑛 ∙ 𝑘𝑘 − n ∙ ln �
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑛𝑛
� . (18) 

3. Критерий Ханнана – Куинна (HQC):

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 = 2 ln( ln (𝑛𝑛)) ∙ 𝑘𝑘 + n ∙ ln �
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑛𝑛
�. (19) 

Для каждой температурной зависимости последова-
тельно рассчитывались полиномиальные модели в диапа-
зоне степеней от −5 до 5 (включая как положительные, так 
и отрицательные степени для анализа обратных зависимо-
стей). Далее для каждой модели вычислялись значения AIC, 
BIC и HQC. Оптимальной считалась модель, минимизирую-
щая большинство этих критериев, что указывало на наилуч-
ший компромисс между точностью подгонки и сложностью 
модели. Результаты расчета критериев оценки для выбора 
порядка полиномов приведены в таблице 5. Данная таблица 
также содержит рекомендуемые для использования полино-
миальные выражения для определения зависимости ОМХ от 
температуры. На рис. 3, 4 представлены результаты расчета 
основных механических характеристик стали 316L и сплава 
Ti-6Al-4V в зависимости от температуры. 

Таким образом, предложенный и реализованный 
нами двухэтапный подход – первичный объективный отбор 
с помощью информационных критериев с последующей экс-
пертной верификацией на физическую и визуальную адек-
ватность – позволил обоснованно определить степень поли-
нома для каждой зависимости. Вариативность итоговых ре-
шений (от линейных до полиномов 3-й степени и рацио-
нальных функций) не является недостатком, а, напротив, 
свидетельствует о гибкости и корректности метода, чувстви-
тельного к реальной сложности описываемых физических 
явлений. Данные аппроксимации применимы в следующих 
температурных диапазонах: для стали 316L – до темпера-
туры плавления 1679K, для сплава Ti-6Al-4V – до 1878K. 
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Таблица 5/Table 5 

Результаты определения оптимального порядка полиномиального разложения для стали 316L и сплава Ti-6Al-4V 

Results of determining the optimal order of polynomial decomposition for steel 316L and Ti-6Al-4V alloy 

Характеристика Оптимальная степень AIC BIC HQC Полиномиальное разложение 

316L 

Модуль Юнга [0; 2] 1960,6 1965,9 1962,6 
2,45 · 1011 −  

−1,30 · 108 · 𝑇𝑇 + 
+2,912 · 104 · 𝑇𝑇2 

Модуль сдвига [0; 2] 941,45 942,78 944,72 
9,27 · 1010  − 

−5,82 · 107 · 𝑇𝑇1 + 
+1,91 · 104 · 𝑇𝑇2 

Коэффициент 
Пуассона [0; 1] -117,47 -116,50 -117,83

2,73 · 10−1 + 
+4,87 · 10−5 · 𝑇𝑇1 

Предел текучести [-1; 0] 615,05 616,94 615,37 
4,92 · 1010 · 𝑇𝑇−1 + 

+6,45 · 107 

Ti-6Al-4V 

Модуль Юнга* 

[0; 1] *BIC 

[0; 3] *HQC 

[0; 4] *AIC 

2390,6 

2387,2 

2387,1 

2394,5 

2395 

2396,8 

2392,1 

2390,2 

2390,8 

1,38 · 1011 − 
− 6,73 · 107 · 𝑇𝑇1 

Модуль сдвига** [-3; 3] -104,74 -105,12 -109,42
4,94 · 1010 − 

− 2,045 · 107 · 𝑇𝑇 

Коэффициент 
Пуассона*** [-3; 3] -438,89 -439,27 -443,57

0,326  − 5,4 · 10−5 · 𝑇𝑇 + 
+1,397 · 10−7 · 𝑇𝑇2 − 
−3,39 · 10−11 · 𝑇𝑇3 

Предел 
текучести**** 

[0; 1] * BIC 

[0; 4]*AIC 
* HQC

632,01 633,68 632,18 
1,32 · 109 − 

− 1,12 · 106 · 𝑇𝑇1 

Примечания: 
* – ввиду противоречивых результатов, полученных по различным критериям, окончательный выбор был сделан на
основе визуального анализа. Наилучшее соответствие экспериментальным точкам продемонстрировала линейная мо-
дель, которая и была принята в качестве основной;
**, **** – несмотря на то, что формальные критерии указывали на оптимальность полиномов более высокой степени (от
–3 до 3) и (от 0 до 4), визуальный анализ их аппроксимирующих кривых выявил избыточную сложность и нефизичный
характер. В результате для корректного представления данных выбрана простая и интерпретируемая линейная модель;
*** – анализ показал, что хотя формальные критерии оптимальности и достигались на полиномах степеней от –3 до 3,
визуальная оценка их адекватности выявила ряд недостатков. В качестве компромисса между точностью по критериям
и наглядностью представления выбран суженный диапазон степеней полиномов от 0 до 3.



Mosina R.M., Gilmutdinov V.F., Krivilyov M.D. / PNRPU Mechanics Bulletin 6 (2025) 116–134 

129 

а b 

c d 

Рис. 3. Результаты расчета основных механических характеристик в зависимости от температуры 
для стали 316L. Сравнение с экспериментальными данными проведено на основании источников: 

(a) [30–32], (b) [32; 33], (c) [32; 33], (d) [34–36]

Fig. 3. Calculated mechanical properties of 316L as functions of temperature. The simulated results 
are compared to the experimental data: (a) [30–32], (b) [32; 33], (c) [32; 33], (d) [34–36] 
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а b 

c d 
Рис. 4. Результат расчета основных механических характеристик в зависимости от температуры 

для сплава Ti-6Al-4V. Сравнение с экспериментальными данными проведено на основании источников: 
(a) [33; 37–39], (b) [33], (c) [33], (d) [40; 41]

Fig. 4. Calculated mechanical properties of Ti-6Al-4V alloy as functions of temperature. The simulated results 
are compared to the experimental data: (a) [33; 37–39], (b) [33], (c) [33], (d) [40; 41] 

Заключение 

По результатам сопоставления моделей расчета 
механических свойств материалов, полученных мето-
дами аддитивных технологий (АТ), в зависимости от по-
ристости и температуры с литературными данными 
можно сделать следующие ключевые выводы: 

1. Экспериментальные данные, приведенные в ли-
тературе для модулей Юнга и сдвига, наилучшим обра-
зом согласуются с результатами, полученными с помо-
щью аналитической модели Кристенсена (уравнение 
(8)). Данная модель учитывает форму включений и под-
ходит для экспресс-оценки в АТ-материалах.  

2. Модель Гибсона – Эшби (уравнение (10)), осно-
ванная на эмпирическом обобщении данных для ячеи-
стых структур, оказалась наиболее универсальной и точ-
ной для обоих типов технологий в прогнозе модулей 
Юнга E и сдвига G. Это и есть ключевой технологиче-
ский вывод: для инженерного прогноза упругих свойств 
АТ-деталей на макроуровне решающим фактором явля-
ется объемная доля пористости, а не её точная, техноло-
гически-зависимая геометрия пор и микроканалов. Дан-
ная модель применима до 30 % пористости. 

3. Модели типа Фойгта – Рейса и Хашина – Штрик-
мана справедливы только для идеально упорядоченных 
композитов и показали значительную погрешность для 
АТ-материалов. Это подтверждает, что их структура 
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неупорядоченная и нерегулярная, что делает непримени-
мыми модели для идеализированных композитных сред. 

4. Модель Мори – Танака эффективна для расчета
композиционных матриц со сферическими включени-
ями. Можно заключить, что данная модель подходит для 
СЛП-образцов, чья пористость ближе к изотропной. Мы 
полагаем, что для ПЛВ-образцов данная модель дает 
сниженную точность. 

5. Коэффициент Пуассона, характеризующий по-
перечную деформацию материала, сложно измерить 
напрямую экспериментальным путем из-за технических 
сложностей, связанных с неравномерной деформацией в 
зоне шейки. Однако, учитывая его тесную взаимосвязь с 
модулем Юнга и модулем сдвига, авторы исследования 
также рекомендуют использовать для его оценки модели 
Кристенсена и Гибсона – Эшби. Эти модели зарекомен-
довали себя как надежные инструменты для анализа дру-
гих механических характеристик, что делает их приме-
нимыми и для оценки коэффициента Пуассона. 

6. Для описания предела текучести была использо-
вана модель, предложенная в литературе и основанная на 
экспериментальных данных. Также применялась модель 
Гибсона – Эшби (уравнение (10)), которая широко исполь-
зуется для анализа механических свойств материалов. Од-
нако следует отметить, что экспериментальные данные 
для предела текучести, полученные из различных источ-
ников, демонстрируют значительный разброс значений и 
показывают отличие от аналитических моделей. 

Для анализа влияния температуры на механические 
свойства материалов авторы статьи рекомендуют приме-
нять регрессионные модели, представленные уравнением 
(15), с разложением по степеням T. Это связано с тем, что 
такие модели позволяют более точно учитывать нелиней-
ные изменения свойств материалов при различных темпе-
ратурах. Аналитические модели Ватчмана и порогового 
сдвигового напряжения дают слишком большое расхож-
дение с регистрируемыми экспериментальными данными, 
что их можно было использовать в инженерных расчетах. 
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