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 Работа посвящена численному исследованию влияния анизотропии трещиноватости на напряженно-деформированное 
состояние ленточных и столбчатых целиков – ключевых структурных элементов систем подземной разработки рудных 
месторождений. Актуальность исследования обусловлена переходом к освоению месторождений на больших глубинах в
условиях высокого горного давления и наличия тектонических нарушений, где традиционные подходы,
рассматривающие массив как изотропную среду, могут давать некорректные прогнозы. Для математического описания 
деформационного поведения трещиноватых пород использована оригинальная нелинейная модель механики
поврежденной среды с тензорным параметром поврежденности второго ранга. Данная модель комплексно учитывает 
индуцированную трещиноватостью анизотропию упругих свойств, их зависимость от вида напряженного состояния
(разномодульность), а также эффект дилатансии. Проведен сравнительный анализ деформационных характеристик для
случаев изотропной и анизотропной трещиноватости при различных уровнях средней поврежденности (α = 0,15 и 0,3) 
и для двух конфигураций нагружения, соответствующих ленточному и столбчатому целикам (одноосное и
непропорциональное двухосное сжатие). Показано, что наличие преимущественной ориентации трещин существенно 
влияет на деформационный отклик. Наиболее значительное изменение минимальной главной деформации (до 70 % и 
более для поврежденности α = 0,3) наблюдается при ориентации трещиноватости, квазиортогональной направлению
действия минимального главного напряжения, в интервале углов 90° ± �, где � – угол внутреннего трения породы. 
Установлено, что анизотропия трещиноватости приводит к несоосности тензоров напряжений и деформаций, при этом
максимальный угол рассогласования не превышает 2°. Полученные результаты доказывают необходимость учета 
анизотропии трещиноватости для корректной оценки несущей способности целиков и проектирования устойчивых
систем разработки на больших глубинах в тектонически нарушенных массивах.

Keywords: 
fracturing, anisotropy of elastic 
properties, dependence of 
properties on the type of stress-
strain state, pillar, misalignment, 
nonlinear model, mathematical 
modeling, damage tensor. 

 This paper presents a numerical study of the influence of fracturing anisotropy on the stress-strain state of banded and columnar 
pillars—key structural elements of underground ore deposit mining systems. The relevance of this study stems from the
transition to developing deposits at great depths under conditions of high overburden pressure and the presence of tectonic 
faults, where traditional approaches treating the rock mass as an isotropic medium can yield incorrect predictions. A novel
nonlinear model of fractured medium mechanics with a second-rank tensor damage parameter is used to mathematically 
describe the deformation behavior of fractured rocks. This model comprehensively accounts for the anisotropy of elastic
properties induced by fracturing, their dependence on the type of stress state (different modulus), and the dilatancy effect. A 
comparative analysis of the deformation characteristics was performed for cases of isotropic and anisotropic fracturing at
different levels of average damage (α = 0.15 and 0.3) and for two loading configurations corresponding to strip and columnar 
pillars (uniaxial and disproportionate biaxial compression). It was shown that the presence of a preferred fracture orientation 
significantly affects the deformation response. The most significant change in the minimum principal strain (up to 70% or more 
for damage α = 0.3) is observed for a fracturing orientation quasi-orthogonal to the direction of the minimum principal stress, 
in the angular range of 90° ± �, where � is the angle of internal friction of the rock. It was established that fracturing 
anisotropy leads to misalignment of the stress and strain tensors, while the maximum misalignment angle does not exceed 2°.
The obtained results prove the necessity of taking into account the anisotropy of fracturing for the correct assessment of the 
bearing capacity of pillars and the design of stable development systems at great depths in tectonically disturbed massifs.
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Введение 
 
Устойчивость горных выработок при подземной 

разработке рудных месторождений в значительной 
степени определяется надежностью целиков – массивов 
горной породы, оставляемых для поддержания 
вышележащих толщ [1–5]. Ленточные и столбчатые 
целики являются ключевыми структурными 
элементами систем разработки, обеспечивающими 
безопасность ведения горных работ, сохранность 
земной поверхности от сдвижений и обрушений, а 
также рентабельность добычи. В условиях 
наращивания объемов добычи и перехода к освоению 
месторождений на больших глубинах, где уровень 
горного давления существенно возрастает, задачи 
точной оценки несущей способности и 
деформационного поведения приобретают ключевое 
значение.  
Одним из важнейших факторов, определяющих 

механическое поведение породных массивов, является 
их трещиноватость. Массив горных пород, 
традиционно рассматриваемый в инженерных расчетах 
как сплошная среда [6–8], в реальности представляет 
собой дискретную систему, ослабленную сетью 
естественных трещин и разномасштабных 
тектонических нарушений. Перераспределение горного 
давления при ведении очистных работ по любой 
системе разработки приводит к образованию 
вторичной трещиноватости, дополнительно 
снижающей несущую способность целиков. С точки 
зрения механического (деформационного) поведения 
целика развитая трещиноватость приводит к 
индуцированной анизотропии упругих и прочностных 
свойств слагающих его пород, зависимости упругих 
свойств от вида напряженно-деформированного 
состояния и, как следствие, изменению напряженно-
деформированного состояния всего целика.  
Несмотря на ключевую роль трещиноватости в 

формировании механического поведения горных пород, 
в современной практике проектирования подбор 
параметров целиков зачастую опирается на 
представление о массиве как об изотропной 
среде с заниженными механическими свойствами. 
Данное приближение игнорирует его реальную 
блочную структуру, обусловленную разномасштабной 
трещиноватостью, и может приводить к ошибочным 
прогнозам устойчивости целиков. В связи с 
этим, актуальной научно-практической задачей 
является разработка математических моделей, 
способных учитывать преимущественно-
ориентированную трещиноватость массива, описывать 
особенности его деформационного поведения и 
прогнозировать несущую способность целиков 
различных геометрий в различных горно-
геологических условиях.  
Настоящая работа посвящена сравнительному 

анализу напряженно-деформированного состояния 
целиков двух типов (ленточного и столбчатого) в 
случае хаотичной (равновероятно ориентированной) и 
преимущественно ориентированной трещиноватости 
слагающих их скальных пород. Для описания 
деформационного поведения целиков используется 
оригинальная нелинейная модель деформирования 
хрупких горных пород с тензорным параметром 
поврежденности, разрабатываемая авторским 
коллективом последние несколько лет. Данная модель 
относится к классу моделей континуальной механики 
поврежденности и позволяет учитывать зависимость 
свойств от вида напряженно-деформированного 
состояния, дилатансию трещиноватой среды и 

индуцированную трещиноватостью анизотропию 
упругих свойств. В результате проведенного 
исследования сформулированы рекомендации по учету 
преимущественной ориентации трещиноватости при 
решении практических инженерных задач.  

 
Нелинейная модель деформирования 
трещиноватых пород 
 
Для описания деформационного поведения скальных 

пород, наряду с моделью линейно-упругого изотропного 
тела, используются различные подходы механики 
деформируемого твердого тела, которые можно 
разделить на несколько классов: модели упругих 
разномодульных сред и сред, свойства которых зависят 
от вида напряженно-деформированного состояния [9–12], 
модели континуальной механики поврежденности с 
параметрами поврежденности различного ранга [13–17], 
модели дискретных сред [18–27], рассматривающие 
породу как совокупность взаимодействующих блоков, а 
также неевклидовы модели сплошной среды [28–33]. 
Представленная классификация, безусловно, является 
неполной и в значительной мере отражает тот аспект 
деформационного поведения горных пород, на описание 
которого ориентирована каждая из рассматриваемых 
моделей.  При этом все представленные классы моделей 
обладают своими ограничениями. Так, модели 
разномодульных сред, а также модели, в которых упругие 
свойства зависят от вида напряженно-деформированного 
состояния, как правило, не учитывают деградацию 
механических свойств с ростом приложенных 
напряжений и индуцированную трещиноватостью 
анизотропию упругих и прочностных свойств. Модели 
континуальной механики поврежденности, напротив, не 
учитывают зависимость свойств от вида напряженно-
деформированного состояния. Модели дискретных сред 
оперируют материальными параметрами, напрямую 
неопределимыми в лабораторных экспериментах, а также 
требуют больших вычислительных мощностей. 
Неевклидовы модели сплошной среды имеют огромный 
потенциал применения для описания деформирования 
горных пород и горных массивов, однако их формализм в 
настоящее время находится на этапе активного развития 
и характеризуется повышенной сложностью в сравнении 
с классическими моделями. Решение краевых задач в 
неевклидовой постановке требует специализированных 
численных методов, что пока затрудняет активное 
использование данного класса моделей для решения 
практических задач.  
В настоящей работе предлагается использовать 

нелинейную модель деформирования трещиноватой 
среды, разработанную авторами ранее [34–36]. Данная 
модель представляет собой обобщение на случай 
тензорной поврежденности неклассической 
нелинейной модели упругого деформирования 
хрупкого материала, предложенной академиком РАН 
В.П. Мясниковым во второй половине прошлого века и 
впоследствии развитой в трудах его учеников [37–44].  
Для описания преимущественной трещиноватости 

вводится тензор поврежденности второго ранга Ω෩ , 
главные направления которого задают ориентацию 
ортотропии материала, а главные значения ሼΩଵ, Ωଶ, Ωଷሽ 
определяют изменение эффективной площади 
поперечных сечений, перпендикулярных к каждой из 
осей ортотропии. Введенный тензорный параметр 
позволяет описывать преимущественную ориентацию 
трещиноватости посредством эллипсоида 
поврежденности, полуоси которого равны главным 
поврежденностям, а их ориентация определяется 
соответствующими главными осями тензора Ω෩ (рис. 1). 
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Рис. 1. Представительный объем с горизонтальной 

трещиноватостью (а) и соответствующий ей эллипсоид 
поврежденности (б) 

 
Энергия упругой деформации хрупкой 

трещиноватой среды записывается в виде:  
 
 𝑊൫ε෤, Ω෩൯ = ஛బଶ 𝐼ଵଶ + μ଴𝐼ଶ + μଵ𝐼ଶሺஐሻ − γ𝐼ଵሺஐሻට𝐼ଶሺஐሻ, (1) 
 
где λ଴, μ଴  – константы Ламе; μଵ  – параметр, 
характеризующий деградацию упругих свойств при 
росте поврежденности; γ  – дополнительный упругий 
модуль, ответственный за зависимость упругих свойств 
от вида напряженно-деформированного состояния; 𝐼ଵ, 𝐼ଶ  – первый и второй тензора малых деформаций 
соответственно; 𝐼ଵሺஐሻ, 𝐼ଶሺஐሻ  – инварианты тензора 
фиктивной деформации ε௜௝ሺஐሻ = ଵଶ ൫ε௜௞Ω௞௝ + ε௝௞Ω௞௜൯ , 
которые в случае соосности тензора малых 
деформаций и тензора поврежденности имеют вид  𝐼ଵሺஐሻ = Ωଵ𝜀ଵ + Ωଶ𝜀ଶ + Ωଷ𝜀ଷ , 𝐼ଶሺஐሻ = Ωଵଶ𝜀ଵଶ + Ωଶଶ𝜀ଶଶ + Ωଷଶ𝜀ଷଶ . 
Первые два слагаемых в соотношении (1) представляет 
собой упругую энергию исходного неповрежденного 
материала, третье слагаемое – энергию деформации 
материала с анизотропией, индуцированной 
поврежденностью, а четвертое слагаемое отвечает за 
нелинейность и разномодульность деформационного 
отклика среды, зависимость ее свойств от вида 
напряженно-деформированного состояния. В случае 
изотропной поврежденности, Ω௜௝ = Ωδ௜௝ , и линейно-
упругого изотропного тела ( γ = 0 ) выражение для 
энергии (1) редуцируется к виду 
 
 𝑊൫ε෤, Ω෩൯ = ሺ1 − Ωଶሻ ቂ஛బଶ 𝐼ଵଶ + μ଴𝐼ଶቃ. (2) 
 
Из (2) следует, что эффективные упругие модули, 

например модуль Юнга, будут определяться как 𝐸ሺΩሻ = ሺ1 − Ωଶሻ𝐸଴ , что аналогично модели Ю.Н. 
Работнова при α = Ωଶ [45].  
Дифференцируя потенциал (1) по компонентам 

тензора деформации, получим выражения для 
компонент тензора напряжений Коши для общего 
случая недиагональных тензоров деформации и 
поврежденности: 
 σ௟௠ = 𝜕𝑊𝜕ε௟௠ = ሾλ଴𝐼ଵδ௟௠ + 2μ଴ε௟௠ሿ − γ 𝜕𝐼ଵሺఆሻ𝜕ε௟௠ ට𝐼ଶሺஐሻ + 

 + ቌμଵ − ஓଶ ூభሺಈሻටூమሺಈሻቍ డூమሺ೾ሻడக೗೘, (3) 
 
где производные от инвариантов тензора фиктивной 
деформации равны: 
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Здесь необходимо отметить особенность, присущую 

всем анизотропным моделям. Из выражения (3) 
следует, что в случае несоосных тензора 
поврежденности и тензора деформации тензор 
напряжений будет не соосен им обоим. Например, в 
случае диагонального тензора поврежденности в 
условиях простого сдвига представительного объема 
(когда заданы только недиагональные компоненты 
тензора напряжений), тензор деформаций будет иметь 
как недиагональные компоненты, связанные с 
характером приложенных напряжений, так и 
диагональные компоненты, связанные с дилатансией 
(появлением объемной деформации) за счет роста 
трещиноватости. В частном случае соосности 
тензоров деформации и поврежденности в главных 
осях этих тензоров, определяющее соотношение 
преобразуется к виду 
 

 σ௡ = λ଴𝐼ଵ − ஓஐ೙ூభሺಈሻஞሺಈሻ + ൫2μ଴ + 2μଵΩ௡ଶ − γΩ௡ଶ ξሺஐሻ൯ε௡, (6) 
 
где σ௡ , ε௡ , Ω௡  – главные напряжения, деформации и 
поврежденности соответственно; ξሺஐሻ = ூభሺಈሻටூమሺಈሻ – параметр, 
характеризующий тип напряженно-деформированного 
состояния поврежденного материала.  
Необходимо отметить еще одну особенность 

данной модели, следующую из определяющих 
соотношений (3): изначально изотропный материал 
при произвольной конфигурации приложенных 
деформаций в общем случае становится ортотропным, 
с упругими модулями, зависящими от главных 
поврежденностей, вида напряженно-
деформированного состояния и величины 
приложенных главных деформаций: 
 Cଵଵ = λ଴ + 2μ଴ + 2μଵΩଵଶ − γΩଵଶξሺஐሻ − ଶஓகభஐభయ ටூమሺಈሻ + ஓஐభర கభ మ ஞሺಈሻூమሺಈሻ , 

𝐶ଶଶ = λ଴ + 2μ଴ + 2μଵΩଶଶ − γΩଶଶξሺஐሻ − ଶஓகమஐమయ ටூమሺಈሻ + ஓஐమర கమ మ ஞሺಈሻூమሺಈሻ , 

𝐶ଷଷ = λ଴ + 2μ଴ + 2μଵΩଷଶ − γΩଷଶξሺஐሻ − ଶஓகయஐయయ ටூమሺಈሻ + ஓஐయర கయ మ ஞሺಈሻூమሺಈሻ
𝐶ଵଶ = λ଴ − ஓሺகమஐభஐమమାகభஐమஐభమሻ ටூమሺಈሻ + ஓஐభమஐమమ கభகమஞሺಈሻூమሺಈሻ
𝐶ଵଷ = λ଴ − ఊሺఌయஐభஐయమାఌభஐయஐభమሻ ටூమሺಈሻ + ஓஐభమஐయమ கభகయஞሺಈሻூమሺ೾ሻ

, 

𝐶ଶଷ = λ଴ − ஓሺகయஐమஐయమାகమஐయஐమమሻ ටூమሺಈሻ + ஓஐమమஐయమ கమகయஞሺಈሻூమሺಈሻ
𝐶ସସ = ଵଶ ቀ2μ଴ + ஜభ ሺஐయାஐమሻమଶ − ஓሺஐయାஐమሻమஞሺಈሻସ ቁ𝐶ହହ = ଵଶ ቀ2μ଴ + ஜభ ሺஐభାஐయሻమଶ − ஓሺஐభାஐయሻమஞሺಈሻସ ቁ𝐶଺଺ = ଵଶ ቀ2μ଴ + ஜభ ሺஐభାஐమሻమଶ − ஓሺஐభାஐమሻమஞሺಈሻସ ቁ

. 

 
Предельно допустимые значения главных 

поврежденностей, в отличие от классических моделей 
континуальной механики поврежденности, не всегда 
равны единице, а определяются из условий строгой 
локальной выпуклости потенциала (1). Подробно 
условия локальной выпуклости потенциала для 
различных конфигураций исходной трещиноватости 
рассмотрены в работе [46]. 
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Рис. 2. Конфигурации напряжений, действующих на представительный объем, соответствующие 
условиям нагружения ленточного (а) и столбчатого (б) целиков; ориентация эллипсоида поврежденности 

в случае преимущественно ориентированной трещиноватости (в) 
 

Постановка задачи 
 
Для определения влияния преимущественной 

ориентации трещиноватости на напряженно-
деформированное состояние целиков различного типа 
рассмотрим две конфигурации напряжений, 
действующих на представительный объем горной 
породы и соответствующих условиям нагружения 
ленточного и столбчатого целиков (рис. 2).  
В случае ленточного целика представительный 

объем горной породы подвергается двухосному сжатию: 
максимальное главное напряжение σଵ  определяется 
весом вышележащих пород, промежуточное главное 
напряжение σଶ , в соответствии с гипотезой А.Н. 
Динника, равно σଶ = జଵିజ σଵ , где 𝜐  – коэффициент 
Пуассона, минимальное главное напряжение σଷ , 
действующее со стороны очистных камер, равно нулю 
(рис. 2, а). Для столбчатого целика условия 
нагружения соответствуют случаю одноосного сжатия, 
то есть на выбранный представительный объем 
действует только одно ненулевое главное напряжение 
(вес вышележащих пород), промежуточное и 
минимальное главные напряжения равны нулю 
(σଶ = σଷ = 0) (рис. 2, б). 
Рассматриваются два случая трещиноватости 

выбранного представительного объема: хаотично 
ориентированную (изотропную) трещиноватость и 
преимущественно ориентированную трещиноватость. 
Степень и ориентация трещиноватости определяется 
эллипсоидом поврежденности, вращение эллипсоида 
поврежденности допускается только вокруг оси 𝑂𝑌 . 
Средний уровень трещиноватости (поврежденности) 𝛼  определяется через главные значения 
тензора поврежденности: α = ଵଷ ሺΩଵଶ + Ωଶଶ + Ωଷଶሻ. В случае 
изотропной трещиноватости главные поврежденности 
равны, то есть Ωଵ = Ωଶ = Ωଷ = √𝛼, при преимущественно 
ориентированной трещиноватости имеем Ωଵ ≫ Ωଶ = Ωଷ. 
Ориентация эллипсоида поврежденности во втором 
случае определяется углом β ∈ ሾ0°, 90°ሿ между осью 𝑂𝑋 и 
главной осью, соответствующей минимальной главной 
поврежденности Ωଷ (рис. 2, в). Таким образом, случай β = 0°  соответствует горизонтально ориентированной 
трещиноватости, а случай β = 90°  – вертикально 
ориентированной трещиноватости.  
Расчеты проводятся в системе координат, 

совпадающей с главными осями тензора напряжений ሼ𝑥, 𝑦, 𝑧ሽ . Для определения деформаций, вызванных 
приложенными напряжениями, при заданной величине 
средней поврежденности используются соотношения (6). 
Материальный параметр μଵ определяется произведением 
дополнительного модуля упругости γ  и критического 
параметра вида напряженно-деформированного 
состояния ξ଴ . Параметр ξ଴  контролирует переход от 
залечивания микротрещин к их росту, определяется по 
 

Материальные параметры 
 
Плотность, 
кг/м3

Упругие модули, 
ГПа

Угол внутреннего 
трения, град 

Критический 
параметрρ λ଴ μ଴ γ φ ξ଴2700 20 20 23,2 40 –0,8

 
результатам традиционных испытаний материала по 
схеме Кармана и связан с упругими модулями и углом 
внутреннего трения соотношением: 
 

 ξ଴ = − ଷ√ଷටଽାଶ ௞మቀଶାଷಓబಔబቁ, (7) 
 

где 𝑘 = ୱ୧୬ ஦ଵି౩౟౤ ಞయ ; φ – угол внутреннего трения.  
В таблице представлены материальные параметры, 

использованные для расчета деформаций. Заданным 
параметрам Ламе соответствует коэффициент 
Пуассона 𝜐 = 0,25.  
Величина действующего вертикального напряжения 

в обоих случаях определяется для условия полной 
подработки горного массива:  
 
 σଵ = ρ𝑔𝐻 ௔ା௕௕ ,  (8) 
 
где 𝐻 = 800 м – глубина до кровли очистной камеры; 𝑔  – ускорение свободного падения; 𝑎  – ширина 
очистной камеры; 𝑏 – ширина целика.  
Поскольку исследование влияния геометрии 

трещиноватого целика на его напряженно-
деформированное состояние выходит за рамки 
настоящей работы, в расчетах параметры целика 
приняты равными 𝑎 = 𝑏 = 5  м. Для выбранных 
параметров вертикальное напряжение (максимальное 
главное напряжение) составит 43,2 МПа. Для 
сравнительного анализа рассматриваются две 
величины средней поврежденности – 0,15 и 0,3. При 
этом для расчета максимальной главной 
поврежденности в случае преимущественно 
ориентированной трещиноватости принимается Ωଶ = Ωଷ = 10ିସ. 
 

Результаты расчетов 
 
Наиболее показательным с точки зрения влияния 

определенно ориентированной трещиноватости 
является изменение поперечных деформаций, 
являющихся промежуточной и минимальной главными 
деформациями. Анализ изменения максимальной 
главной деформации (вертикальной компоненты 
тензора деформации) для обоих случаев показал, что, 
по сравнению с хаотично ориентированной 
трещиноватостью, наличие преимущественной 
ориентации приводит к росту вертикальной 
деформации не более чем на 10 %.  
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Рис. 3. Зависимости модулей промежуточной εଶ = ε௬ (а) и минимальной εଷ = ε௫ (б) главных деформаций для условий нагружения, 

соответствующих ленточному целику, двух ориентаций трещиноватости и двух уровней средней поврежденности 
 

                                                               а                                                                                б  
 
Рис. 4. Зависимости модулей промежуточной εଶ = ε௬ (а) и минимальной εଷ = ε௫ (б) главных деформаций для условий нагружения, 

соответствующих столбчатому целику, двух ориентаций трещиноватости и двух уровней средней поврежденности 
 
На рис. 3 представлены зависимости модулей 

промежуточной εଶ = ε௬  и минимальной εଷ = ε௫  главных 
деформаций от угла наклона трещиноватости β  для 
ленточного целика в случаях изотропной (Ωଵ = Ωଶ = Ωଷ) 
и анизотропной трещиноватости ( Ωଵ ≫ Ωଶ = Ωଷ ) при 
различных уровнях средней поврежденности α. Модуль 
деформаций используется для возможности 
визуализации зависимостей в полярных координатах. 
Знаки главных деформаций соответствуют конфигурации 
приложенных напряжений: максимальная главная 
деформация сжимающая, промежуточная главная 
деформация – сжимающая для случая ленточного целика 
и растягивающая для случая столбчатого целика, 
минимальная главная деформация – растягивающая в 
обоих случаях.  
Из рис. 3 видно, что в случае хаотично 

ориентированной трещиноватости (изотропной 
поврежденности) зависимость главных деформаций от 
угла закономерно отсутствует. Величина главных 
деформаций определяется не только величиной 
действующих напряжений, но и уровнем средней 
поврежденности 𝛼 . При наличии преимущественной 
ориентации трещиноватости зависимости главных 
деформаций от угла трещиноватости становятся 
нелинейными (красные линии на рис. 3). В интервале 
углов 90° ± φ  наблюдается существенный рост обеих 
главных деформаций с максимумом при β = 90°. Такое 
поведение физически обосновано: при вертикально 
ориентированной трещиноватости (β = 90°) происходит 
раскрытие микротрещин в направлении действия 
минимального напряжения, что дает дополнительный 
вклад в деформацию.  
При средней поврежденности α = 0,15 

промежуточная главная деформация εଶ  в случае 

вертикально ориентированной трещиноватости 
превышает деформацию для изотропного случая в 
полтора раза (рис. 3, а), при α = 0,3  – в 3,3 раза. 
Следует отметить, что даже в анизотропном случае по 
абсолютной величине промежуточная главная 
деформация остается крайне малой, и в инженерных 
расчетах допустимо использовать гипотезу 
плоскодеформированного состояния. 
Аналогичные закономерности наблюдаются и для 

зависимостей минимальной главной деформации εଷ 
от угла ориентации трещиноватости (рис. 3, б). 
При α = 0,15  и вертикально ориентированной 
трещиноватости отклонение от случая изотропной 
поврежденности составляет 30 % , для средней 
поврежденности α = 0,3  – 73 %. При этом для 
горизонтально ориентированной трещиноватости ൫β = 90°൯ различие между изотропным и анизотропным 
случаями незначительное.  
На рис. 4 представлены зависимости модулей 

промежуточной и минимальной главных деформаций от 
угла наклона трещиноватости β  для конфигурации 
приложенных напряжений, соответствующей 
столбчатому целику. В случае столбчатого целика 
промежуточное главное напряжение действует в 
направлении простирания трещин, поэтому 
соответствующая главная деформация слабо зависит от 
угла их ориентации даже при анизотропной 
поврежденности. Необходимо отметить, что по 
абсолютной величине промежуточная главная деформация 
в случае анизотропной поврежденности ниже, чем при 
хаотично ориентированных трещинах (рис. 4, а). Это 
связано с нелинейной формой определяющих 
соотношений (6) и вкладом всех трех главных 
поврежденностей в каждое из главных напряжений.  
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Рис. 5. Зависимости угла между осями максимального главного напряжения и максимальной главной деформации от угла 
наклона трещиноватости для случая ленточного (а) и столбчатого (б) целиков и различных уровней средней поврежденности 

 
Зависимости минимальной главной деформации от 

угла наклона трещиноватости в случае столбчатого 
целика имеют характерный вид, аналогичный 
описанному выше для ленточного целика. Для 
вертикально ориентированной трещиноватости 
наблюдается наибольшее отклонение величины 
деформации от изотропного случая. При средней 
поврежденности α = 0,15 это отклонене не превышает 
25 %, тогда как при α = 0,3 достигает 70 %.  
Для оценки влияния угла преимущественной 

ориентации трещиноватости и уровня средней 
поврежденности на несоосность тензоров напряжений 
и деформации были построены зависимости угла 
между осями максимального главного напряжения и 
максимальной главной деформации от угла 
ориентации поврежденности (рис. 5). 
Анализ полученных зависимостей позволяет сделать 

несколько выводов. Во-первых, степень несоосности 
тензоров напряжения и деформаций зависит как от 
конфигурации приложенных напряжений, так и от 
уровня средней поврежденности. С ростом средней 
поврежденности растет степень несоосности. 
Во-вторых, как для ленточного, так и для столбчатого 
целиков можно выделить интервалы изменений 
ориентации трещиноватости, характеризующиеся более 
существенной несоосностью – отклонением ориентации 
главных напряжений от ориентации главных 
деформаций. Эти интервалы определяются углом 
внутреннего трения. Максимальная несоосносность в 
случае столбчатого целика наблюдается при угле 
наклона трещиноватости β = ± ቀ஠ସ − ஦ଶቁ + π𝑛, а в случае 
ленточного – при β = ஠ଶ ± ቀଷସ φ − ஠ସቁ + π𝑛 . При этом, 
несмотря на выраженный нелинейный характер 
зависимости, по абсолютной величине угол между 
осями главных напряжений и главных деформаций не 
превышает 2°.  
Проведенное моделирование показывает 

необходимость учета анизотропии трещиноватости, 
ориентация которой близка к направлению действия 
максимального главного напряжения, для корректного 
проектирования систем разработки на больших 
глубинах и оценки несущей способности целиков, 
особенно в условиях тектонически нарушенных 
массивов. 

Заключение 
 
В работе выполнено математическое моделирование 

влияния преимущественной трещиноватости на 
напряженно-деформированное состояние 
представительного объема геосреды при конфигурациях 
приложенных напряжений, соответствующих условиям 
нагружения ленточного и столбчатого целиков при 
подземной разработке рудных месторождений. Для 
описания деформационного поведения трещиноватых 
горных пород использована нелинейная модель 
механики поврежденной среды с тензорным параметром 
поврежденности, учитывающая индуцированную 
трещиноватостью анизотропию, зависимость упругих 
свойств от вида напряженного состояния и дилатансию.  
Проведенный сравнительный анализ результатов 

численных расчетов для случаев хаотически 
ориентированной трещиноватости и преимущественно 
ориентированной трещиноватости позволил сделать 
следующие выводы: 

1. Наличие преимущественно ориентированной 
трещиноватости существенно влияет на 
деформационное поведение целиков обоих типов. В 
интервале углов наклона трещиноватости 90° ± φ 
минимальная главная деформация возрастает более 
чем на 70 % относительно случая изотропной 
трещиноватости. Абсолютное значение этой 
деформации определяется уровнем действующих 
напряжений и уровнем средней поврежденности.  

2. Для обоих типов целиков наибольший эффект 
наблюдается в случае вертикально ориентированной 
трещиноватости, что физически обосновано 
дополнительным вкладом в поперечную деформацию 
целика за счет суммарного раскрытия микротрещин.  

3. В случае преимущественно ориентированной 
трещиноватости имеет место несоосность тензоров 
напряжений и деформаций, величина которой зависит 
от уровня средней поврежденности и ориентации 
трещин. Максимальный угол рассогласования не 
превышает 2°. 
Предложенная модель и результаты расчетов могут 

быть использованы для совершенствования методик 
проектирования горных работ и повышения 
безопасности подземной добычи полезных ископаемых. 
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