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 Качественное и надежное цементирование стенок является ключевым критерием оценки успешности строительства скважин, что напрямую
влияет на продолжительность и эффективность ее дальнейшей эксплуатации. Кроме того, качество цементной крепи непосредственно связано с 
основными экологическими рисками даже после вывода скважины из состава основного действующего фонда. Иными словами, сохранение
прочностных характеристик цементного камня действующих скважин и обеспечение целостности цементного моста в законсервированных и 
ликвидированных скважинах в условиях, когда число скважин, подлежащих ликвидации, неуклонно растет и, наряду с ужесточением
экологических требований и ростом экономических затрат на проведение операций по подземному ремонту, делает поиск и испытание методов 
по улучшению механических свойств цементного камня актуальной задачей на ближайшее десятилетие. Для этого теоретически анализируются
установившееся течение вязкой жидкости в пространстве между двумя соосными цилиндрами, способными вращаться друг относительно друга
и вокруг своих осей. На основании этих решений показана возможность исследования эффективности бурения хвостовика с вращением при 
ненулевом эксцентриситете центратора. В статье описывается теоретическое представление течения жидкости в зазоре между неподвижным 
внешним цилиндром и внутренним цилиндром, вращающимся вокруг своей оси с угловой скоростью с помощью выражений, полученных из
системы уравнений векторного поля скоростей частиц жидкости. Биполярные координаты, связанные с декартовыми координатами, позволяют 
связать скорость перемещения частиц жидкости в пространстве с геометрическими характеристиками центратора и скважины, внутри которой 
осуществляется вращение с ненулевым эксцентриситетом. Использование упрощенных аналитических моделей замещения бурового раствора в 
условиях вращения продемонстрировало повышенную эффективность замещения бурового раствора цементным по сравнению со стандартным 
замещением без вращения. 
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 High-quality and reliable wall cementing is a key criterion for evaluating the success of well construction, which directly affects the 
duration and efficiency of its further operation. In addition, the quality of the cement support is directly related to the main environmental
risks, even after the well is removed from the main operating stock. In other words, maintaining the strength characteristics of the cement 
stone of existing wells and ensuring the integrity of the cement bridge in mothballed and liquidated wells in conditions where the number 
of wells to be liquidated is steadily increasing along with stricter environmental requirements and increasing economic costs of 
underground repair operations makes the search and testing of methods to improve the mechanical properties of cement stone relevant. the 
task for the next decade. For this purpose, the article considers a theoretical analysis of the steady flow of a viscous liquid in the space 
between two coaxial cylinders capable of rotating relative to each other and around their axes. Based on these solutions, it is shown that it 
is possible to study the efficiency of drilling a shaft with rotation at a non-zero eccentricity of the centralizer. This article describes the 
theoretical representation of fluid flow in the gap between a stationary outer cylinder and an inner cylinder rotating around its axis with 
angular velocity using expressions derived from the system of equations of the velocity vector field of liquid particles. Bipolar coordinates 
associated with Cartesian coordinates make it possible to relate the velocity of movement of liquid particles in space to the geometric 
characteristics of the centralizer and the well, inside which rotation with non-zero eccentricity is carried out. The use of simplified 
analytical models of drilling mud replacement under rotational conditions demonstrated an increased efficiency of cement drilling mud 
replacement compared to standard replacement without rotation.
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Введение 
 
Работа посвящена исследованию эффективности 

бурения с применением современных технологий. 
Основное внимание уделяется вопросу возможности 
проведения бурения, допускающего вращение 
центратора не только вокруг собственной оси, но и 
вокруг оси скважины. В общем виде задача о бурении с 
центратором может быть сформулирована как 
многофазное течение в области, ограниченной самим 
центратором и стенками скважины. Ключевыми 
компонентами жидкости, которые следует 
рассматривать в первую очередь, являются буровой 
раствор и цементный раствор. Цементный раствор 
подается в рассматриваемую область с заданными 
параметрами (давлением и/или расходом), что 
приводит к замещению бурового раствора. Обе 
жидкости являются существенно нелинейными с точки 
зрения реологии, что вносит дополнительную 
сложность в математическое описание процесса. 
В простейшей одномерной постановке можно 

изучить течение жидкости в рассматриваемой области 
как течение между двумя цилиндрами, один из которых 
вращается относительно другого. Течение жидкости, 
подающейся под давлением в область, ограниченную 
двумя цилиндрами, давно и успешно исследуется в 
литературе. К пионерским работам можно отнести 
теоретические исследования Н.П. Петрова [1] и 
О. Рейнольдса [2], посвященные течению вязкой 
жидкости в случае осесимметричного вращения 
цилиндров с постоянными угловыми скоростями. В 
качестве практического применения эти результаты 
были использованы для описания трения в 
подшипниках – необходимо отметить, что эта область 
приложения теоретических решений до сих остается 
наиболее популярной. Случай наличия эксцентриситета 
между цилиндрами был рассмотрен в работах [3–5], где 
были найдены точные и приближенные решения задачи 
о течении вязкой ньютоновской жидкости в 
определенных упрощениях. Однако в этих и других 
работах, опубликованных в XIX и XX вв., отсутствует 
возможность получить поле скоростей жидкости между 
цилиндрами, когда центры цилиндров движутся 
относительно друг друга [6–9]. Необходимый для 
решения такой задачи математический аппарат был 
разработан существенно позднее: впервые задача о поле 
скоростей жидкости, находящейся в области, 
ограниченной двумя цилиндрами, оси которых 
движутся друг относительно друга, была решена в 
работе [10]. В данной работе подход, основанный 
на рассмотрении бигармонического уравнения, 
описывающего течение в полости между двумя 
цилиндрами [11–14], использовался для случая, когда 
один из них может свободно двигаться относительно 
другого. В работе [15] получено приближенное решение 
задачи о движении цилиндра произвольного контура 
внутри неподвижного цилиндра. Наконец, точное 
решение задачи для случая произвольного движения 
круговых эксцентрических цилиндров (вращательного 
вокруг оси, проходящей через центр сечения цилиндра, 
и поступательного) было представлено в работах 
[16–20], на которых в значительной степени будут 
основываться дальнейшие расчеты. 
Можно говорить, что в данной работе представлено 

решение задачи, наиболее приближенной к случаю 
бурения с центратором с ненулевым эксцентриситетом. 
При этом были использованы следующие предположения: 
течение однофазное, ламинарное (число Рейнольдса 
мало по сравнению с единицей), уравнения движения 
жидкости решаются в линейном приближении Стокса: 
 

 
 

Рис. 1. Схема рассматриваемой задачи 
 
жидкость вязкая, несжимаемая, описывается линейной 
реологией Ньютона. В качестве инструмента для решения 
поставленной задачи используется применение 
конформных отображений поперечного сечения на диск 
для поступательного движения внутреннего цилиндра и 
биполярных координат для описания вращения – 
современные методы аналитического решения задач 
гидродинамики [21]. При этом перемешивание жидкости – 
актуальная задача с позиции эффективности бурения с 
центратором – может быть рассмотрено, если известно 
распределение скоростей жидкости, получаемое из 
точного аналитического решения [22]. Вопрос 
нелинейности реологии жидкости в подобных задачах 
имеет решающее значение. 
Для подробного изучения отдельных эффектов 

влияния многофазности и нелинейности реологии 
бурового и цементного растворов на эффективность 
перемешивания можно рассматривать различные 
подходы, однако в рамках настоящего исследования 
ставится задача параметрического анализа 
эффективности бурения с вращением центратора с 
ненулевым эксцентриситетом [23–25]. 
 

Постановка задачи движения вязкой 
несжимаемой жидкости внутри двух цилиндров, 
один из которых неподвижен 

 
На рис. 1 продемонстрирована схема решаемой 

задачи. Рассматривается пространство, заключенное 
между двумя цилиндрами: внешним цилиндром, 
представляющим собой скважину с радиусом ρ1, и 
внутренним цилиндром с радиусом ρ0 < ρ1, 
представляющим собой центратор. Оси двух цилиндров 
параллельны и находятся на расстоянии Δx друг от друга: 
величина Δx в дальнейшем будет называться 
эксцентриситетом. Внешний цилиндр неподвижен, тогда 
как движение внутреннего цилиндра представляет собой 
суперпозицию двух вращений: вращения вокруг 
собственной оси с угловой скоростью вращения ω0 и 
вращения вокруг оси скважины с угловой скоростью 
U0/Δx. Второе вращение удобно рассматривать именно в 
такой постановке, так как в каждый момент времени 
вращение центратора вокруг оси скважины можно 
представить в виде поступательного движения, когда все 
точки внутреннего цилиндра двигаются со скоростью U0. Изначально рассматриваемое пространство заполнено 
вязкой несжимаемой жидкостью – буровым раствором; с 
одной стороны области с расходом Q подается 
цементный раствор, который также может быть 
рассмотрен как вязкая несжимаемая жидкость. При 
численном моделировании можно рассмотреть более 
сложную вязкопластическую реологию растворов, однако 
при построении аналитического решения будет 
предполагаться, что обе жидкости линейные, при этом их 
плотности и вязкости близки друг к другу. Массовые 
силы также не учитываются в данной постановке задачи. 
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Аналитическое решение задачи 
 
Основной интерес для теоретического решения 

представляет течение жидкости между вращающимся и 
неподвижным цилиндрами в поперечном сечении, 
отмеченном на рис. 1 серым цветом. Течение вдоль оси 
скважины практически полностью контролируется 
скоростью подачи раствора и перепадом давлений и 
практически не оказывает влияния на перемешивание 
[25]. В связи с этим далее детально рассмотрено 
движение жидкостей в поперечном сечении. Вводится 
система координат xy с центром на оси скважины, 
вращающаяся вместе с центратором таким образом, 
чтобы ось центратора всегда находилась на оси x 
введенной системы координат. Вызванное вращениями 
течение жидкости представляет собой суперпозицию 
двух движений: движения, вызванного вращением 
центратора вокруг своей оси и вращением центратора 
вокруг оси скважины [26, 27]. После разделения 
переменных векторное поле скоростей частиц 
жидкости w может быть представлено в виде: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )

 ω Δ ρ ρ + Δ ρ ρ
 

= ω Δ ρ ρ + Δ ρ ρ 
  ρ ρ 

0 0 1 0 1

0 0 1 0 1

0 1

, , , , , ,
, , , , , , ,

, ,

x x

y y

z

w x w U x
w x w U x

w Q
w  (1) 

 
где wx(ω0,Δx,ρ0,ρ1) и wy(ω0,Δx,ρ0,ρ1) – компоненты 
скорости частиц жидкости при течении, вызванном 
вращением центратора вокруг своей оси; wx(U,Δx,ρ0,ρ1) и wy(U,Δx,ρ0,ρ1) – компоненты скорости частиц 
жидкости при течении; вызванном вращением 
центратора вокруг оси скважины; wz(Q,ρ0,ρ1) – 
поступательное движение жидкости вдоль оси 
скважины, определяемое параметрами подачи 
цементного раствора. Здесь третья ось системы 
координат сонаправлена с осью скважины [28]. 
Благодаря тому, что движение жидкости в 

плоскости поперечного сечения можно представить в 
виде суперпозиции двух отдельных течений, есть 
возможность искать решение задачи для двух 
указанных вращений по отдельности [29]. 
В первую очередь рассмотрим течение жидкости в 

зазоре между неподвижным внешним цилиндром и 
внутренним цилиндром, вращающимся вокруг своей 
оси с угловой скоростью ω0. Аналитическое решение данной задачи было получено в работах [5, 6]. Это 
решение имеет вид: 
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где обозначения wx(ω0,Δx,ρ0,ρ1) и wy(ω0,Δx,ρ0,ρ1) сокращены до wx(ω0) и wy(ω0), а функции N(η) и M(η) 
имеют вид: 

 ( )
( )

ch2 sh2 ,
sh ch sh ch ch2 ch sh2 ,

N A F G
M B C E F G

η = η − η − η
η = η + η + η η + η η + η η

 (3) 

где коэффициенты A, B, C, E, F, G определяются из 
граничных условий прилипания жидкости к 
поверхности цилиндров: 
 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1
0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

,1
1 ,1

,2 2
,

, ,2 2

U sh ch sh U ch sh shA acth ch ch sh ch ch
U sh sh ch U ch ch chE a ch ch sh ch ch

sh shC Esh Ach aU Esh Ach
B E ch Esh Ach aU

A sh A chF Gch ch

+ η β + α β − η α β
= β

β α β − − β α − β
− η α β − η − α β

=
β α β − − β α − β

η η
= η + η + + η + η

= − η − η η + η +
α α= − =
β β

 (4) 

 
где использованы обозначения α = η0 + η1, β = η1 – η0, причем: 
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 (5) 
 
Координаты ξ и η – биполярные координаты, 

связанные с декартовыми координатами x, y 
следующим образом: 
 

 ( )
( )

2 2

2 2

arct arct ,

1 ln ,2

x c a x c ag gy y
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где постоянные a и c определяются геометрическими 
характеристиками рассматриваемой задачи: 
 

 
( )Δ − ρ − ρ − ρ ρ

=
Δ

 + ρ + = −
 ρ
 

22 2 2 2 2
1 0 1 0

2 2
1

1

4
,2

cth ln .

x
a x

a ac a
 (7) 

 
Постановка задачи движения вязкой 
несжимаемой жидкости внутри двух цилиндров, 
один из которых движется поступательно 
относительно другого 

 
В качестве второй задачи следует рассмотреть 

поступательное движение центратора в плоскости xy. 
В отсутствие вращения центратора вокруг собственной 
оси в каждый момент времени все его точки будут 
двигаться с некоторой скоростью U. В используемой 
системе координат у этой скорости U могут быть 
ненулевые компоненты Ux и Uy, причем вращение 
вокруг центра скважины связано только с компонентой 
Uy. Тем не менее, не будем пренебрегать компонентой 
Ux – скоростью движения центратора по направлению к 
оси скважины, – поскольку этот параметр, как будет 
показано ниже, может быть использован для 
опосредованного анализа неидеальности бурения – 
указанных выше искривлений траектории и роста 
зенитного угла [30, 31]. 
В работе [32] решение задачи о течении жидкости 

между двумя цилиндрами, внешний из которых 
неподвижен, а внутренний двигается поступательно со 
скоростью U, было получено в результате использования 
конформного отображения области между двумя 
окружностями с несовпадающими центрами на диск, 
заключенный между двумя окружностями с совпадающими 



НЕДРОПОЛЬЗОВАНИЕ 
 

PERM JOURNAL OF PETROLEUM AND MINING ENGINEERING 311

центрами [33, 34]. Для любой пары координат (x, y) 
вводится комплексная координата ζ = x + iy, где i – 
мнимая единица. Аналитическая функция для 
используемого конформного отображения рассматриваемой 
области на кольцо комплексной плоскости имеет вид 
r0 ≤ |q| ≤ r1 (q = qRe + iqIm, |q|=qRe

2 + qIm
2): 

 

 0

0

x iy x bq x iy x b
+ + −

=
+ + +

, (8) 
где 
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Решение задачи для комплексной переменной q 

было получено в частном случае движения 
внутреннего цилиндра в направлении оси внешнего 
цилиндра в работе [35] и в общем случае 
произвольного поступательного движения в работе 
[36–39]. Решение разделяется на две части, зависящие 
от скоростей Ux и Uy, представленные ниже. Общее решение представимо в виде: 
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Каждая компонента скорости зависит от двух 

скоростей, задающих движение центратора в направлении 
оси x (А) и оси y (Б). В точных решениях, представленных 
ниже, использованы дополнительные переменные: 
r = |q| = qRe

2 + qIm
2, σ = q/r. = (qRe + iqIm)/r. 

А. Поступательное движение внутреннего цилиндра 
в направлении оси x – движение центратора в 
направлении оси скважины: 
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Б. Поступательное движение внутреннего цилиндра 

в направлении оси y – движение центратора 
перпендикулярно направлению к оси скважины: 
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Этих выражений достаточно для того, чтобы 

рассчитать поле скоростей по выражению (10). 
 

Наглядный пример распределения скоростей 
при вращении внутреннего цилиндра 

 
Представляется наглядным продемонстрировать 

распределение скоростей для некоторого случая, 
приближенного к реальности. Используются 
следующие геометрические параметры задачи: ρ1 = 
0,078 м (диаметр скважины 156 мм), ρ1 = 0,057 м 
(диаметр центратора 114 мм), Δx = 0,02 м (расстояние 
между осями центратора и скважины 20 мм). Кроме 
того, задана скорость поступательного движения 
внутреннего цилиндра Uy = 0,0063 м/с (что для 
данного эксцентриситета соответствует частоте 
вращения центратора 6 оборотов в минуту). Для 
наглядности скорость Ux задана равной скорости Uy, хотя в реальных условиях, рассматриваемых далее, эта 
скорость может быть существенно меньше [40]. 
Таким образом, общее аналитическое решение 

задачи о течении жидкости, находящейся между 
неподвижным внешним цилиндром и произвольно 
двигающимся внутренним цилиндром, может быть 
получено с использованием выражения (1), куда 
подставляются выражения для вращения центратора 
вокруг своей оси (2) и выражения (10), (11) и (13), 
описывающие вращение центратора вокруг оси 
скважины с сопутствующими выражениями и 
обозначениями (4), (8), (12), (14). 
Для того чтобы на численном уровне судить об 

эффективности замещения бурового раствора 
цементным в рамках рассматриваемой постановки 
задачи, можно оценить степень завихренности течения. 
В качестве количественной характеристики 
завихренности естественно выбрать циркуляцию поля 
скоростей (1) Ω по контуру, лежащему в поперечном 
сечении скважины. Следуя теореме Стокса, можно 
определить циркуляцию как 
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где интегрирование ведется по поперечному сечению, 
показанному на рис. 1 серым цветом. 
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Рис. 2. Поле скоростей для центратора, вращающегося только 
вокруг собственной оси, не совпадающей с осью скважины, 

и двигающегося поступательно 
 
Как было показано выше, все скорости, входящие в 

выражение (15), могут быть представлены как 
аналитические функции от координат x и y, однако 
взятие производных в явном виде приводит к 
громоздким выражениям и представляется разумным 
выполнять это интегрирование численно [41]. 
Качественный анализ рис. 2 подтверждает физичность 

полученных результатов. В первую очередь обращает на 
себя внимание тот факт, что на поверхности центратора 
жидкость действительно движется со скоростью 0,009 м/с 
(модуль скорости движений центратора) в направлении 
биссектрисы между осями x и y введенной системы 
координат. Далее обращают на себя внимание 
завихрения: поле линий тока становится схожим с полем 

диполя, наблюдается возмущение жидкости 
присутствием центратора. Наблюдается существенная 
циркуляция, которая в дальнейшем может быть 
использована для анализа эффективности 
перемешивания жидкости [42–44]. 

 
Заключение 
 
Аналитические формулы, полученные в результате 

решения задачи течения жидкости между вращающимся 
и неподвижным цилиндрами в поперечном сечении, 
позволяют быстро провести параметрический анализ 
эффективности замещения бурового раствора с 
использованием центратора, вращающегося вокруг оси 
скважины. Решение задачи о течении жидкости между 
двумя цилиндрами, один из которых неподвижен, а 
другой двигается поступательно внутри него с 
определенной скоростью, было получено в результате 
использования непрерывного (сохраняющего углы между 
кривыми, а значит, и форму бесконечно малых фигур) 
отображения, области между двумя окружностями с 
несовпадающими центрами на диск, заключенный между 
двумя окружностями с совпадающими центрами. 
Качественный анализ поля скоростей для центратора, 
вращающегося только вокруг собственной оси, не 
совпадающей с осью скважины, и двигающегося 
поступательно, выявил физичность результатов, 
полученных с помощью аналитических формул. 
Дальнейшее применение аналитических формул 

будет заключаться в выделении набора реальных 
величин и исследовании их влияния на процесс 
замещения бурового раствора цементным. Для этого 
планируется произвести серию расчетов и построить 
графики влияния эксцентриситета, частоты вращения 
центратора вокруг своей оси и вокруг оси скважины, а 
также радиусов центратора и скважины на 
эффективность замещения бурового раствора. 
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